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PREFAŢĂ 


Fenomenele economice tot mai complexe 1 necesită, , din partea specialistului й în acest domeniu, 
o pregătire superioară constând în cunoştinţe multiple şi profunde cât mai precise în vederea 
observării acestor fenomene pe baze ştiinţifice. În analiza riguroasă cantitativă $1 calitativă a 
proceselor economice precum şi a evoluţiei lor, un rol important ilj Joacă metodele matematicii. Prin 
caracterul de generalitate, matematica este capabilă să creeze modele abstracte ale fenomenelor 
economice, fizice etc., în care sunt descrise relaţiile funcționale între parametrii esentiali si 
obiectivele ce se au în vedere. Un model matematic descrie, de obicei, o clasă de fenomene, astfel 
încât tratarea lor capătă un caracter unitar. Astfel, de exemplu, problemele de programare liniară 
modelează procesele economice în care funcția obiectiv şi restricţiile funcţionale sunt liniare, 
programarea neliniară, pe acelea în care funcția obiectiv este neliniară ş.a. m. d. O strânsă legătură 
există între problemele de optimizare şi teoria extremelor condiţionate cu restricţii exprimate prin 
egalitáti sau inegalităţi ori între probleme de aşteptare, de fiabilitate etc. si teoría probabilităților. 
Metodele pe care matematica le aplică în rezolvarea acestor probleme sunt variate, 
consistente Si riguros adaptate scopului urmărit. Într-un fel se rezolvă o problemă de programare 
liniară, în alt fel o problemă de programare neliniară, sau o problemă de echilibru într-un joc 
concurential. 
Cursul pe care îl prezentăm încearcă să surprindă acele elemente de matematică ce se impun 
cu necesitate a fi cunoscute de către un specialist în ştiinţele economice, pentru ca acesta să poată 
aborda în manierá profesionistà problemele ce le ridică o economie modernă aşezată nu pe 
capriciile hazardului ci pe o analiză lucidă, multidimensională bazată pe soft-uri de ultimă oră. 
Pe de altă parte, prin introducerea aplicațiilor în domeniul economic s-a avut în vedere 
criteriul utilității în folosirea cărții de către studenti şi persoanele interesate. 
Materialul bibliografic folosit este structurat pe şase capitole. 
Capitolele 1, 2 şi 3 conţin elemente fundamentale de algebră liniară precum şi aplicații ale 
acestora în modelarea unor procese economice şi în teoria optimizării liniare. | 
În capitolele 4, 5 şi 6 sunt tratate unele probleme de analiză matematică legate de teoria 


funcțiilor de mai multe variabile cu ajutorul cărora se caracterizează procesele economice. Funcţiile 


de producţie, de utilitate etc. precum şi proprietăţile lor, fac apel la noţiunile de derivate parțiale, 
diferenţiale care de altfel sunt implicate în teoria extremelor şi optimizarea neliniară. 

Sunt prezentate de asemenea funcțiile speciale curent folosite în teoria probabilităților, 
statistica matematică şi cercetarea operaţională. 

Lucrarea a fost concepută astfel încât să ко programele de matematici aplicate în 
economie precum cursurile de bază cât 51 “unele cursuri opționale după care se desfăşoară pregătirea 


de specialitate a studenţilor de la învățământul economic. 
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1 TRANSFORMĂRI ELEMENTARE 


Studiul matricelor este legat de discuţia şi rezolvarea sistemelor de ecuații 
algebrice liniare şi constituie elementul control al aproape întregii programe 
analitice a disciplinei „Matematici aplicate î în economie”. Unele noțiuni de calcul 
matricial parcurse în programa de liceu s Sunt considerate cunoscute (operaţiile cu 
matrice, rangul unei matrice, inversa unei matrice $.a.). Noutatea pe care o 
propunem se numeste rare elementară efectuată asupra liniilor sau 
coloanelor unei matrice, care o duce pe aceasta într-o matrice echivalentă din 
punctul de vedere al rangului. Departe de a fi o abstractizare inutilă, dacă se 
efectuează asupra liniilor poate duce, fără calcule dificile, la determinarea rangu- 
lui, la obtinerea i inversei, sau, la obţinerea soluției unui sister algebric liniar. 

Se cunosc dificultățile pe care le întâmpinăm la discuţia sau rezolvarea 
acestui tip de sisteme. Metodele bazate pe teoremele lui. Cramer, Kroneker- 
Capelli sau Rouché sunt greoaie si folosesc determinant, al căror calcul este 
laborios. Prin transformarea matricei lărgite a unui astfel de sistem se obține 
forma explicită din care se pot trage concluziile privind tipul şi soluţiile sale. O 
categorie specială de soluţii o formează cele de bază c care vor Јоса un rol deosebit 
în ceea ce urmează. | | 

Pentru determinarea rangului unei matrice de tip mxn ‚ dimensiunile. m şi 
n pot fi oarecare. Când se caută inversa, m si n trebuie, bineînţeles, să fie egali. 
La rezolvarea sistemelor, numărul „ecuaţiilor m va fi cel mult. egal cu al 


necunoscutelor n (m € n) pentru a creşte posibilitatea existenţei soluțiilor. 


ll 


1.1 Matrice 


1.1.1 Rangul unei matrice 


Prin matice vom înțelege o aplicaţie А: IXJ K, unde 
T= 1525. mj Ј= 1,2 229 „nl şi Ko multime oarecare. Ea poate fi reprezentată 


printr-u n tablou dreptunghiular de elemente din K, agezate pe lini şi coloane. | 


Pentru o matrice de tipul mxn vom folosi notația: 


di Ap “УУД din 

n am 4-7 | 
А.= | 2 ни 27 Р” Эл | (1.1.1) 

ami а m2 ..... ачын 


Dacă din matricea A de tipulmx n, suprimăm m-r linii şi n—r coloane, 
obținem o matrice pătratică de ordinul r. Determinantul acestei matrice se 
numeşte” minor de ordinul r al matricei A. | 

Definiția 1.1.1: Se numeste rangul unei matrice A de tipul mxn (mn) 
un numár natural r cu proprietăţile: Я 

| а) їп matrice există cel puţin un minor de ordinul т em de zero; 

b) toti minorii de ordinul r+Isunt nuli. 

Observaţie: Se demonstrează că dacă toţi minorii de ordinul т+1 sunt 
nuli, atunci sunt nuli şi 0 minorii de ordin mai mare ca r+]. 

Vom pune acum în evidență o serie de operații pe care le vom numi 
transformări elementare, care aplicate unei matrice nu-i modifică rangul. Aceste 


transformări elementare au la bază proprietățile determinantilor. 


1.1.2 Transformári elementare 


Definiţia 1.1.2: Numim transformare elementară aplicată unei matrice una 
| din următoarele operaţii: 
. (Ту) înmulţirea unei linii cu un număr azo : 

(13) schimbarea a două linii între ele; 


(T3) adunarea la o linie a alteia înmulțită cu un numára + 0. 


12 


Aceste transformări elementare pot fi aplicate $i coloanelor, dar deoarece î în 
general matricele corespund unor sisteme de ecuaţii algebrice niya ele vor fi 


aplicate numai liniilor. 


Definiția 1.1.3: O matrice s tipul mxn se numeşte matrice elementară 
dacă se obține din matricea unitate printr-o singură transformare elementară. 


ess elementare pot fi realizate cu ajutorul a trei matrice 
завин ТУШЕТ, Зу inmultind matricea A la stânga cu una dintre ele. 
Matricea T, se obține din matricea І, (I, este matricea unitate de ordinul 
m) prin înmulţirea unei linii cu un număr a x0. | 
Matricea T, se obtine din I, prin schimbarea a douá linii intre ele. 
 Matricea T, se obtine аш І, prin adunarea la o linie a alteia înmulțită cu 
un număr o x 0. | 


Matricele dei idei se bucură de proprietatea că sunt nedegenerate. 


Sá considerám matricele: | 

ATA А, TA, А, STA. (1.12) 
Vom arăta că Ne nam А = 13 au aeq uis cu matricea A. 
Avem: 

TA, $min(r;,r,)emin(m,r)-r, ' (1.1.3) 

Pe de altă parte A = TT. ANN dedi | 

t < min(r л» fi) = min(m, r, ) = TA, (1.14) 
Din (1.1.3) si (1:1.4) rezultă S TA = гд. La fel se arată pentru matricele 

ГО 1206 ДТ 


Definiţia 1.1.4: Două matrice A şi B se numesc МОН 1 în privința 
rangului dacă se obțin una din alta prin transformări elementare. 


Scriem în acest caz А ~ В. 


13 


1.1.3 Forma Gauss-Jordan a unei matrice 


Fie A matricea unui sistem liniar de m ı ecuații cu.n necunoscute (m< n). Р 

Definiţia 1.1.5: Matricea À se spune că are forma Gauss-Jordan dacă 
conține г (г< < o coloane ale matricii unitate de ordinul m. 

Dacă acele coloane sunt i Je- 21: n i x. <}. ji =!) atunci aspectul 


matricii este următorul: 


(1.1.5) 


Sub linia în scară toate elementele sunt nule. Desigur putem avea j, 2n 
dupá cum $i r 2 m. pe 

Teorema 1.1.1: Orice matrice nenulă due 5 fi adusd prin transformári 
elementare la forma Gauss-Jordan. 

Demonstratie: Fie matricea unui de m, ecuații algebrice liniare cu л 


necunoscute (m € n). 


а ap aij m 
ou 1953 85, dan 

A= (1.1.6) 
di "ud. ... а; ... а ` 
AMETE. ап A 


Obtinem coloane ale matricei unitate cu ajutorul unui pivotaj care este 
constituit din ansamblul transformărilor elementare ce se aplică liniilor matricei. 


Cum prima coloană a matricei A este nenulă, există un a, 40. Dacă 
| 


a, =0, putem schimba liniile 1 şi i între ele, adică aplicăm o transformare de 
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tipul (T2). Fie a, #0. Înmulţim prima linie cu Xa: Aplicăm deci o transformare 
elementară de tipul (Tj) cu a = ET. IT? 
Apoi prima linie înmulțită cu: T âz as —а О adunăm la liniile: a 


doua, a treia, ..., a m-a linie. Aplicăm deci m-1 transformări de tipul (T3). її felul 
acesta pe prima coloană toate elementele vor fi nule cu excepția primului clement 


care este 1. Notând cu a; elementele noii matrice avem: 


ГА y 
l a, а; Г 
: 1 
0 a» 25i аз, 
бл pg. ПОРЕ (1.1.7) 
a a; ... 8, i ... din 
, nr 7 
om аб, ... Bu cf 


Să ne referim la o coloană oarecare j. Dacă a, #0 inmultim linia i cu Js 
şi apoi înmulțită cu: —2,,—2,5,...,—a,; о adunám la: prima linie, a douà, ... а 
m-a linie şi atunci pe coloana J 20 elementele vor fi nule cu excepția 
elementului din poziţia (i, j) care este 1. 

Elementul а; prin care am împărțit se numeste element pivot. Procedeul 
“continuă până când pe liniile 111, r+2, ..., m nu mai sunt elemente diferite de 
zero, obţinând în final forma Gauss-Jordan a matricei. 

„ Observaţie: În practică nu este neapărat necesar să poahet coloane ale 
matricei de ordinul m în ordinea lor. Si coasta f inseamnă cá putem lua ca element 


pivot un element diferit de zero de pe orice linie, de preferință unde avem 1. 


Exemplu: Sá se determine rangul matricei: 


2 OAN 
Tl 22052 4 i Taka 
qu NUNC —] 
 Luám element pivot elementul . de pe linia întâi. si coloana a „doua. 
Elementele primei linii inmultite cu —4 le adunăm la elementele liniei a doua, 


apoi inmulfite cu 3 le adunăm la elementele liniei a treia şi obținem: 
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# “Ayapa «5 

A:—10' ОУ э 

00 7 8 
бари elementele liniei a treia cu 10. Apoi inmultite cu —2 le adunăm la 


elementele primei linii şi cu 10 le adunám la elementele celei de a doua linii, 


obținând: 
0 1 
А=|0 0 -4 
1.0 7/19 кү | 
- Ímpártim elementele liniei a doua cu 3. Apoi inmultite cu —7/5 respectiv 


— 8/10, le adunám la prima linie respectiv a treia si avem: 


0 1 37/5 0 
A=|0 0 —4/3 -1 |. Rangul matricei este 3. 
1 0 49/30 0 


1.1.4 Inversa unei matrice | 


Considerăm o matrice pătratică nenulă A. Dorim să găsim inversa ei A”! 
(даса aceasta există) folosind transformările elementare. Presupunem pentru 
moment că există AJ Să а ве | 

в = (АШ. k (1.1.11) 
matricea bloc, unde I este matricea unitate de acelasi ordin cu matricea A. Vom 
avea: 


В-АСВ- МУУС ita] (1.1.12) 


Observăm cá în matricea B avem în stânga barei matricea A iar în B la 
dreapta barei matricea A”!. Cu ajutorul transformărilor elementare putem ajunge 
de la matricea B la matricea `B. Este suficient pentru aceasta utilizând 
: transformările elementare să obținem î în B în stânga barei matricea unitate şi 
automat în dreapta ei se obţine inversa. În practică este suficient să obținem 
coloane ale matricei unitate în număr egal cu ordinul matricei pătratice A (putem 


schimba liniile între ele obţinând matricea unitate). 
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Nu este necesar să ne asigurăm mai întâi că matricea are inversă deoarece 
dacă nu reuşim să obținem coloane ale matricei unitate în număr egal cu ordinul 
matricei A, atunci matricea nu are inversă. 


Exemplu: Să se găsească inversa matricei: 


19:14:14: 
А =|-1 -1 -21. 
t id ] 


Consider matricea: 


(Do Шин р ө үлә: iiianaa Кек 
I Linia întâi înmulțită cu 1 se adună la a 
B=|-1 -1 -2!0 1 O | яма 23 
| pe | | 0 0 doua si cu —1 la a tréia, obtinánd: 
ТЕТ t 
ВО @ 1 1 O| Linia a doua înmulțită cu —3 se adună la 
bot 45 | £T prima si apoi cu 2 la a treia si vom obtine: 


l 0 | 3 | | | 
B=10 (Dl | i е Linia a treia. înmulțită cu 1 se adună la 
UA (xu dA a» j| Prima si apoi cu —1 la a doua. 
o 


ттн OE ARD 0 ii р 
| | 
B рО а 40-54 eL 1120-41-41 01:21 1 
Hi 3 
8250, qaku МЭТ 20514. Оли, a 
Inversa matricei este 
Г И 
У-|1 2 1 
|0 -1 -1 
Exemplu: Să se găsească inversa matricei: 
1 e JA bi 
A-|2 4 -I|.Aplicánd transformări elementare obtinem succesiv: 
RY 5 
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106) 41100 1 б и 1 0 0 
Biz 312024 0а 10| НО: 8): 9 11—21. 1 019 
2277-1080 ТОА. E. milenii Oană 
16 4! 1. 00141:0,:4141-12.-.38,90 
410 1 9/8114 -1/8 Ч! 1 9/8: y4 -18 O|. 
omgne р o 4! [0 o 01 ZU d 


Matricea nu admite inversă. 


1.2 Sisteme de ecuatii algebrice de m ecuatii cu n 


| necunoscute 


1.2.1 Sisteme neomogene 


Un sistem neomogen de m ecuaţii algebrice cu n necunoscute se prezintă 


sub forma: 


ij het a p A H. на, X, = b, 


Іп 4% р 


ашна ITE д а „х „= b, 


1 (1.2.1) 
Зы +а т23 5 T. "H E n X n =b, 
unde măcar un b; £0, i= 1, m, (m € n). 
Fie B matricea lárgitá a sistemului (1.2.1): 
а Ap аш | bi 
a a a Ali 
Ami 5 а br. 


Dat sistemul (1.2.1), cunoaştem matricea B si invers, dată aceasta putem 


scrie sistemul (1.2.1). PY. 
Să presupunem că rangul matricei А a sistemului este r (r < m). Aceasta 
înseamnă că matricea A contine un minor de ordinul r diferit de zero iar cei de 


ordin г+1 sunt nuli. Fie că acesta este format din primele r linii şi coloane ale 
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matricei A. Prin transformări elementare putem aduce matricea A a sistemului la 


forma Gauss-Jordan. Matricea lărgită a sistemului va deveni: 


ec 


t2 


(1.2.3) 


=- 


J| 


| 
o 


= 
> 


X IP DURS POE TET CEPE ЭИА) 


Deoarece В = В sistemele (1.2.1) şi (1.2.4) vor fi echivalente. Este suficient 
pentru aceasta să observăm că transformările elementare aplicate liniilor matricei B 
pentru a fi adusă la forma B au drept consecinţe asupra sistemului de ecuaţii: 

a) inmultirea-unei ecuaţii cu un număr diferit de Zero; 

b) schimbarea a două ecuații între ele; - 

c) adunarea la o ecuatie a alteia înmulțită cu un număr nenul, - 

Forma (1.2.4) a sistemului (1.2.1) se numeşte formă explicită. 

Teorema 1.2.1: Condiţia necesară şi Suficientă ca sistemul (1.2.1) să fie 


$ 
compatibil este ca b 5 0, Jj ^w 1, m. 


Demonstratie: 
a) Conditia este necesará. Presupunem cá sistemul (1.2.1) este compatibil. 


Aceasta înseamnă că şi sistemul (1.2.4) este compatibil (sistemele (1.2.1) şi 


(1.2.4) | sunt echivalente). Din compatibilitatea acestuia rezultă 


— 


b. =0,j=r+l,m; 


b) Condiţia este suficientă. Presupunem b; = 0, ј=г+1, т. Cum rangul 


matricei A este r, din (1.2.4) găsim: 
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Х, > b, z aj ЇЕ An X, 

-b,-..—3, X; 7. azn X : 
Xi, 2 BU 3, Хун adan n Š (1.2.5) 
х= ro ea Ju а п 


soluţie care depinde de n-r parametri X; ,-9Х, adică sistemul este 


compatibil nedeterminat admițând ce" soluţii. În baza acestei teoreme uşor pot 
fi demonstrate teoremele lui Kronecker-Capelli şi Rouché. Pentru r= m = п se 
obţin rezultatele cunoscute de la sistemele de n ecuaţii cu n necunoscute. 
Exemplu: Să se rezolve sistemul: 
x, ez Xe EX 5-9 
X. Хә Р2Х, X 3X. a La 
3x, X, = pz 


хў SEASON: pua --3 


Matricea lărgită a sistemului după aplicarea unor transformări elementare 


devine: 

| б Ж. NEED чу i ing 5 
m. ae А ru жерк, -41-4 
“Л дэр paga bar] oa 3:-41-4 
Г ow Си ач НӨ ээг 161758 ies Bios 

ооа 

22022 

Ew 55700. 010 

ПО ОЛО 0 


Sistemul considerat este echivalent cu sistemul: 
x, + 2x4 23, =3 
Х,- PIX RI 2х, ii 
0-0 | 
0=0 . 
-. Soluţia lui este: x, =—1/20+B+3, x, =3/20—2B+2, x, = oux, = B, 


` a, BER. 
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1.2.2 Explicitarea sistemelor de ecuatii algebrice liniare 


Fie sistemul (1.2.1). Presupunem că rangul matricei A este m € n. 

Definitia 1.2.1: Vom spune cá sistemul (1.2.1) este explicitat in raport cu 
un grup de m variabile (necunoscute), dacá matricea A a sistemului contine m 
coloane ale matricei unitate de ordinul m. Cum m < п Li rangul ei este m, atunci 
sistemul (1.2.1) admite cel mult C? forme explicite. 

Necunoscutele corespunzătoare coloanelor matricei unitate se numesc 
necunoscute principale iar restul necunoscutelor, secundare. 

Definiţia 1.2.2: Numim soluţie de bază a sistemului (1.2.1) o soluţie a sa 
ce se obține dintr-o formă explicită prin egalarea cu zero a necunoscutelor 
secundare si atribuind celor principale valori ce rezultá din forma Explicită. 

Solutie de bază pot fi în număr de cel mult С". Soluţiile de bază sunt nede- 
generate cánd au exact m componente Gii de zero Şi С чар în caz 
contrar. 

Exemplu: Sá se găsească toate formele explicite si soluţiile de bază 
corespunzătoare ale sistemului: 

б ГК гуы ӘП 
W". 3x К -2' 
RUE | " | - IH 
Matricea lărgită a sistemului este: B = "Wi 
чирч Ёж АНЬ: 
Aplicând transformări elementare matricei B în vederea obţinerii formelor 


explicite găsim: 
)B 1-2 HH 1 -2 li 1 [оп | 7/5 
а = | = 
| 0 ССМ о. 1 6/511/5|” 1 6/5 | s| 


ыры e El ] 22 li A -17/6 0! pa 
i li 5 ei Ї 5/6 уво 5/6 1116 


Formele explicite ale sistemului vor fi: 
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x, € 17/5x, = 7/5 | x, —17/6x2 =5/6 6 Т 
x + 6/5x, = 1/5 хоч 5/6x. = 146 x5 45/1, = AMET 


Solutiile de bazá ale sistemului vor fi: 

aywayaa says) ТЭРЭ 

b) x -5/6, x, «0, x, =1/6 
eu cds EU y E 7/17 


1.3 Rezolvarea grafică a sistemelor de inecuatii liniare 


cu două necunoscute 


1.3.1 Separarea planului în regiuni 


Sá considerám in planul x,Ox, O dreaptă (D) (fig. 1), de ecuaţie: 
аху +bx, +c = 0 | (1.3.1) 
ГО, х5) =0 (1.3.2) 


unde f(x,, Х,) = ax, +0х, +c. 


Fig. Л 


Dreapta (D) imparte planul in douá regiuni (semiplane). Fie punctele 
Р, x; Si P,(X,„x2) oarecare, situate în taciti diste. Dorim a aráta cá 
ИХ ХУ) Si хү, х5) au semne contrare. Fie P(x, X43) punctul în care 
segmentul P,P, intersecteazá dreapta (D) si care imparte segmentul P,P, într-un 


raport dat À (À > 0). 


ы 
(ә. 


Coordonatele punctului P vor fi: 


1 2 I 2) 
X; +АХ; X5 +- Xx 
Z en e = 1.3.3 
| SERT ТАЛЫН зы d 
Deoarece punctul P aparține dreptei (D) avem | 
XitÀx? хі АХ... ЗЭЭР” J 
a4———rb———?4c-20 `` I (1.3.4) 
IFA 1+А | | "77 
sau, | | 
ах, +bx, +c +) (ax2 +6х5 +с)=0 (1.3.5) 
Din (1.3.5) gásim: | 
й Ба Date tun) L (1.3.6) 
iMi: er +c хз ү? 
Cum А> 0, din (1. 3, 6) va rezulta f(xi, Ka 2): f(x? X 3) « 0 51 Mili este 
dovedită. 


Se constată că dacă c> O: atunci în regiunea care conţine originea avem 
f(x, x4) » 0 iar în cealaltă regiune semn contrar. Ín cazul CF О, se determină 
semnul lui Жү, x59 într-o regiune prin considerarea unui punct particular, de 


regulă pe una din axele de coordonate. 


1.3.2 Rezolvarea grafică a sistemelor de inecuatii cu două 


necunoscute 


Un sistem de n inecuatii cu două necunoscute se prezintă sub forma: 


ge bx, +c, $0 
axi +b,x, +c, $0 (13.7) 


e*990000009000200090000060020900090909099 


а.х tb,x, +c, $ 0 | 
Dacá in (1.3.7) considerám membrii intái egali cu zero, atunci obținem 
ecuațiile a n drepte. Să considerăm una dintre ele. | 
1 | ах, t b;x, +6, =0,sau D, =0 (1.3.8) 
Această dreaptă imparte planul î în două r regiuni, una în care D, > 0 Și una 


in care D, « 0. 


În practică procedăm astel; înlocuim sistemul (1.3.7) cu sistemul 


a,x, bx, e; = 0, TIT, | (1.3.9) 


Dreptele D; vor împarte planul în câte două regiuni. -Soluția sistemului 


(1.3.7) va fi formată din mulțimea coordonatelor tuturor punctelor ce se găsesc în 
regiunea comună în care avem îndeplinite simultan inecuaţiile din sistem şi 
eventual pe frontiera ei. | | 

Exemplu: La realizarea a două produse P; şi Р» se întrebuințează două 
tipuri de materie primă M; Si Ms. Cantitátile de materie primá disponibile, 


consuinurile de materii sgg pe unitatea de CHER precum si profiturile unitare 


[oc 
Mi 2 Һе Д | 100 tone | | 
KM EET 
Profit | 2 u.b. Vade 


Sá se detine canti din fiecare tip 26 produs c ce urmează a fi realizat, 


sunt date în următorul tabel. 


astfel încât: 

a) producţia totală să fie de cel puţin 30 unităţi produse; 

b) cantitatea de produs de tipul P, să fie cel puţin o treime din producția 

totală; | | 

c) profitul total să fie maxim. 

Solutie: Să notăm cu хі. $1 Хэ. cantitátile de produse de tipul P; si Р» се 
urmează a fi realizate. е faptul că materiile prime sunt în cantităţi 
limitate găsim | 
ЕГЧ х 30) 


2ХД- х, 5100- m: . | 1 
. Condiţiile а), b) şi c) conduc la: іх, > S diem 


3x, +x, €150 
| 2x, +x, maxim 


Adăugând la acestea condiţiile x, 20, x 20, din punct de vedere 
matematic avem de găsit soluţiile problemei: să se = реа xi ŞI X, astfel ca 

QE a 2x, TX, 100 

ФИТ за х. 2050 


(3) x, 4x, 230 


(4) —2x +x,<0 ` 

(5) x, >0 

(6) х,20 

ŞI 

(7) f(x X3) 2x, +x, maxim 


 Reprezentám dreptele: 
(Dj) 2x, +x, -100 20; (Dj) 3x, +x, -150 - 0, 
(D) хү+х,-30=0 (D) -2x, +x, -0, (Ds). x, 20, Do x, «0. 
Regiunea din plan unde se găsesc punctele a căror coordonate reprezintă 


soluţiile problemei este reprezentată în fig. 1.2. Am folosit pentru uşurinţă săgeți. 


" 
SN 
AAA л. 
"i 7 


Fig. 1.2 


Vom arăta că valoarea maximă a funcţiei f se realizează în unul din 
punctele A, B, C, D. Avem A(30, 0), B(50, 0), (232507. D(10, 20). Găsim 
f(A) = 60, f(B) 2100; f(C) 2100, f(D) = 40. Am găsit două soluţii: 

N^ X, 250, x; = 0 cu maxim f =100 u.b. şi 

X, 725, x, =50 cu maxim f =100 u.b. | 

Ín primul caz urmează a realiza 50 unităţi de produs de tipul Pi, iar în al 
doilea 25 unitáti de produs de tipul P; si 50 unitáti de tipul P2. Se obţine in 


ambele cazuri un profit de 100 u.b. Problema admite o infinitate de solutii. 
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Să arătăm mai întâi că soluţia problemei nu poate fi reprezentată de 
coordonatele unui punct care se găseşte în interiorul poligonului ABCD. Pentru 
aceasta să notăm cu A valorile роде! Ё, adică: 

(3727 = —2x, +À. 

Ecuația (9) reprezintă ecuaţia unui fascicol de drepte рагЖ cu dreapta. 

(9) X, = —2X, | | 

Dacă À ar fi determinat (valoarea maximă a funcției f, atunci în (9) este 
tocmai ordonata la origine. Soluția problemei. va fi dată deci de coordonatele 
punctului sau punctelor din poligon prin care trece dreapta. din fascicol ce are 
“ordonate la originea cea mai mare. Pentru determinarea acestor puncte repre- 
zentám punctat dreapta (9) si ducem paralele la aceasta ce intersectează domeniul 
nostru. Constatăm că dreapta din fascicol ce are ordonata la origine cea mai mare 
trece prin B şi C. În acest fel coordonatele oricărui punct de pe segmentul BC 
reprezintă soluția problemei. Un punct de pe segmentul BC va avea coordonatele 
Xm 250, + 25, х, = —504,+ 50, “wa [0, ЇЇ: Problema admite aşadar o infinitate 
de soluţii. Dacă s-ar fi cerut minimul funcţiei f atunci acesta se realiza în punctul 


D(10, 20), soluția problemei fiind deci: x, = 10, x, = 20, min f = 40. 
1.4 Întrebări de control şi exerciţii 


lia Ge trebuie să faceți pentru a răspunde corect la întrebările de control: 

a. Süretineti definițiile noțiunilor introduse; 

b. Sá revedeti cu atenție, concluziile afirmațiilor „dovedite si 
ipotezele în care acestea au fost făcute; 

c. Să nu treceţi uşor peste observaţiile făcute pe parcursul 
capitolului. | 4 

d. Sá observati cá intrebárile de control nu respectă uneori ordinea 
în care au fost prezentate noțiunile teoretice; | 

e. Având î în vedere că întrebările de control pot avea unul sau mai 


multe răspunsuri corecte, va цеош 68. încercuiți „ variantele 


corecte. 
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Pentru aplicațiile practice vă recomandăm: 

a. Să se revadă aplicațiile practice rezolvate; 

b. Să se rețină că prin aplicarea transformărilor elementare, 
urmărim obținerea de coloane a matricei unitate, indiferent de 
ordinea liniilor; | 

c. Se va lua element pivot, elementul care este egal cu ] indiferent 
uneori de ordinea liniilor; 

d. Transformările elementare se vor aplica numai liniilor matricei, 
deoarece de cele mai multe ori aceasta este ataşată unui sistem 
de ecuații algebrice liniare; | 

е. Їп problema găsirii inversei unei matrice nu este necesar să ne 
asigurăm că aceasta există. Algoritmul permite să observăm 
dacă matricea considerată nu admite inversă; 

f. Pentru explicitarea sistemelor de ecuaţii nu este necesar să 
pornim . întotdeauna de la matricea iniţială, ci de la una 
echivalentă cu ea, în care avem obţinute deja unele coloane ale 


matricei unitate. 


Un Sia de m ecuaţii liniare cun necunoscute, m < n poate avea: 
a. mai mult de C7 forme explicite; Р 
b. C? forme explicite . 
c. cel mult C? forme explicite. 
Un sistem de m ecuatii liniare cu n necunoscute, (m « п), poate avea: 
a. C. soluţii de bază; 
b. cel mult С" soluţii de bază; 
с. celputin С" soluţii de bază. 


O soluţie de bază pentru un sistem de m ecuaţii liniare cu n necunoscute 


„este nedegenerată dacă: 


а. are m componente diferite de zero; 
b. are mai mult de m componente diferite de Zero; 


c. are mai putin de m componente diferite de zero. 
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O soluţie de bază pentru un sistem de m ecuaţii liniare cu n necunoscute 
este degenerată dacă: ` 

a. are m componente diferite de:zero; 

b.: are mai puţin de m componente diferite de zero; 

c. are mai mult de m componente diferite de zero. | 
Fie o matrice nenulăi A: de tipul mxn‘ Atunci rangul ei r este: 

05:11:58 

b. r<min(m,n) 

c: r> min(m, n) 

Fie o matrice A nenulă de tipul mxn . Matricea A admite inversă dacă: 
"a. determinantul matricei A este diferit de Zero; 

b. m=n şi determinantul ei este diferit de zero; 

С: prep. а" | 
. Pentru a transforma un sistem de ecuaţii liniare într-unul echivalent, 
asupra matricei lărgite ataşate se aplică: | 

a. transformări de linii; | 

b. transformări de coloane; 

c. transformări de linii şi coloane. 
. Un sistem de inecuatii liniare cu două necunoscute poate admite: 
a. o infinitate de soluții; | 
b. osingurá solutie; 
c. nicio solutie. 


Să se determine rangul matricelor: 


“yo 9122 31: 

ARA NR 2, Ё:г-3- 
3 223 jas 
КИЛҮНЕ, 

4, sil Е тт 
Quan qms 
bros 1 
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sud sb pin Ü 
EI Li 0 
AM We Ё:г-3 
Үр 
Ixo-i-p. 1 
ох е, 15 g 
d De А R:r=4 
Ma i 
£g» gi» ugia nipi: 
018 Wir 4 j 
00111 a 
e) : R:rx4 
-1-4 0 1-0 
ИЮ о 1 


10. Să se determine inversele matricelor: 


y 213194. -40 16 9 
T 5021 В: | —3 
Г 58, =8 | áo -1 
{ "6554 
b| 2 4 —1|, R: Matricea nu admite inversă. 
УЛЕЙ ЛЫ y 
К Йй, --{ 1/6 —1/2 1/6 
|-12 0 В: | 1/12 1/4 1/12 
2 4 2213 0l 24/3 
1 0 j 4 И aoe ->1 
1 2 3/4 -4. NE 0: Ч 
Ав 5838 "DUUM 575 " 1 
UNT ZO cocos viesi -1 
» ч 0 2 
e) Š Е 1 R: Matricea nu admite inversă. 
PETER d 3 | 
£ jl 1 
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11. Să se determine o formă explicită şi soluţia de bază corespunzătoare 


pentru sistemele: |. | 
x; —2x, +x, —4x, =l ) X, X, +X ,+2X, =1 
Ж 3% ANY A 2Xa = 2 | -X,t2X,t*X,-x,-2 
Я х, 2х, 53, Эх, = 5 
X,—X4 LX. L XL Z Xs. = | | 
JA Е Еу ^ а) 43x, — 4x, +5x; — X, =3 . 
ЭХХ Фу, tx; =] i" | ! $ 
Mpa 3 2x, +3х, —4x, +X, =4 
12. Să se determine mulțimea punctelor din plan ale căror coordonate sunt 
soluții ale sistemului de inecuatii: 
Di du, x0 
a) 42x, +x, S8 ` 
x, 20,x, 20 
R: Mulțimea punctelor situate în interiorul patrulaterului. OABC inclusiv 


pe laturile unde: O(0, 0), АС, 0), B(3, 2), C(0, 3) ` 


X +X, S4 
3x, -x, 18 
—X, + 2X2 <6 
x, >0 


ы 
К: Mulțimea punctelor situate în interiorul patrulaterului OABC 


inclusiv pe laturile unde: O(0, 0), A(4, 0), BOB, 10/3), C(0, 4) 


Jes 
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x, *3x, «8. 

2х Жыз» 
6) 1x,9x «4 

x32 


a 25, >3 


К: Sistemul nu admite soluții. 


ucc O 
Sc SI 
аара, VS E 
2*0 x40 

x,20 


R: Multimea punctelor situate în interiorul triunghiului nm inclusiv pe 


laturile unde: O(0, 0), AUB, 0), B(1/4, 1/4), - 
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13. Să se determine xi şi Хо astfel încât: 


IREK, AA 


R: x, =0, x, =4, maxf = 4 


“йү X; T 
X; FX. SA 
Dx S 2 
x, 20, 270 
(max)f(x)- x, +x, 


: : 41 7 214) 2 oji t. | 
К: Х, noxio х, п JIU [0,1], max f == 
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2 SPAŢII LINIARE 


Prin înzestrarea cu operaţii având anumite proprietăţi obținem dintr-o 
mulțime oarecare o structură algebrică. Acest lucru nu prezintă o noutate, . 
structurile de grup, inel, sau corp, aplicaţiile lor şi exemplele tipice fiind 
considerate cunoscute. Ceea ce propunem aici este structura de spațiu liniar 
(numit uneori şi spațiu vectorial deoarece mulţimea vectorilor liberi are această 
structură). Elementele unui spațiu liniar sunt numite vectori. În orice spațiu liniar 
se defineşte noțiunea de independență (sau dependenţă) liniară precum şi cea de 
bază, ulterior consideratiile teoretice reducându-se la spaţiul liniar К": În orice 
bază un vector are un sistem unic de coordonate care se schimbă odată cu 
aceasta. Legea de schimbare este fundamentată pe calculul matriceal. 

Aplicațiile între diferitele spaţii liniare se numesc operatori liniari, au 
utilizări în foarte multe domenii (între care şi economia) şi pot fi asociaţi cu 
matricele, justificánd, printre altele, produsul acestora. ` 

Generalizând funcția de gradul al doilea f (х)=ах? саге`аге — după сит se 
cunoaşte — drept grafic o parabolă cu un minim sau un maxim, se introduce 
noţiunea de formă pătratică, utilă în găsirea optimului (maximului sau 
minimului) unor mărimi descrise prin funcţii de mai multe variabile. Şi formele 


pătratice se pot asocia unor matrice care le caracterizează proprietățile. 


2.1 Spatii liniare (vectoriale) 


2.1.1 Definitia spatiului liniar 


Fie X o mulțime nevidă oarecare si K un corp comutativ de scalari, Sá 
presupunem cá pe multimea X se definesc douá operatii: una interná notatá cu 
” 


.*" pe care o numim adunare si alta externă notată cu ,, - " care reprezintă 


înmulțirea unui element din X cu un scalar din K. 
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Definiţia 2.1.1: Vom spune că mulțimea X formează un spaţiu liniar sau 


spaţiu vectorial peste corpul de scalari К dacă: 


a) față de operaţia internă mulțimea X formeazá un grup abelian; 
b) operatia externá indeplineste conditiile: 
1. Lx ex (V)xe X, le K | 
9 а(х) = (оф х, (vja, Be K, (2: € x 
3 о(х+у)= ох + Qty, (уо К, (V)x, ye X 
| 4; (o+B)x= ох Bx, (М)о, Be K, (V)xe X 
Spaţiul liniar X este real sau complex după cum. K este real sau complex. 
Elementele spatiului liniar le vom mai numi şi vectori. 
„Exemplu: Mulțimea matricelor de tipul mxn' formează un spațiu liniar în 
raport cu operaţiile de adunare a două matrice şi de înmulţire a unei matrice cu un 


număr. 
n ori 


Exemplu: Mulțimea R" = -RxRx.. XR (produsul cartezian al mulţimii 
numerelor reale de п-1 ori) formează un spaţiu liniar. Elementele mulțimii К" 
le vom nota prin х = [00,, €, ..., a]. (matrice coloană). Fie două elemente din 
К"; x = [Q €, ... »Х, " б У- К = [B,. B»... ji Ka 

Definim operaţiile internă şi externă în modul următor: 

xy = [o B, ou +B... a +B. T, ох = [005,0 05, ..., ао, |! 

Avánd in vedere cá x si y sunt matrice coloaná, T insemnánd transpusa 
matricei linie, se verifică uşor, având în vedere proprietăţile operaţiilor cu 
matrice, că sunt îndeplinite cerințele ca mulțimea R" să formeze un spaţiu liniar 
sau spațiu vectorial. De aici încolo referirile: noastre se vor face exclusiv la un 


asemenea spațiu folosind termenul de spaţiu vectorial, elementele sale 


- numindu-le vectori. 

"Teorema 2.1.1: Fie spaţiul vectorial Ё". Atunci sunt adevărate afirmaţiile: ` 
1) Oe R si xe R' >= 0-x=Ü0 (Ө = vectorul nul a lui R°) 

| 2) (У (V ke К" аует сӣ -x= (— Dx. 


| 3) dacă ae R, 10 хє Бо аш 9.60. 
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Demonstraţie: Utilizând proprietăţile spaţiului liniar vom avea: 
1. 0-x+x=0:x+l:x =(0++1])х=1-х=х 

Deci 0-x £x = x, deunde 0-х — 0. 

2. Fie: y=+—x „şi Z = (-I)x . Atunci: 

хыу grs ун | 
x*z-Llxt(-Dx-[L-(-D0]x 20:x 20^. 

X+z=0=— z=-—x , adică —-X-(-Dx. 


3. a0 = a(0-x) = (a-0)x 20-x 20 


X EU TX 280 ue yum NUS 
Qt 9) a 
2.1.2 Subspatii liniare (vectoriale) 


Definiţia 2.1.2 Fie spaţiul vectorial R". O mulțime nevidă X, EE se 
numeşte subspatiu liniar dacă: 

lx уе (V) x, YE Хү, ; 

2) axe X,, (V) QE В, (V) x€ Xo. 


Exemplu: Se poate arăta că En soluţiilor unui “sistem omogen de 


ecuaţii algebrice liniare for mează un subspatiu liniar. 


2.1.3 Bază şi dimensiune a unui spatiu vectorial ` 


Fie spaţiul vectorial R" şi ху, xalan X, e К", м. X3 au e Rz. 
Vectorul x =A X FAX, +... Ах, se niste "combinaţie liniară а 
vectorilor en X. ANN, b be 
Definiţia 2.1.3 Vectorii x,, x,,..., x, € К", se numesc liniar dependenţi 
dacă există n сап М € R, i-ln nu toti qu astfel incát: 
ÀX taxa sis neg -0 | wor 2.10) 


Definitia 2.1.4 Vectorii Хү, X3, X, € R” se numesc liniar independenţi 


dacă relaţia (2.1.1) este îndeplinită dacă şi numai dacă A, =0,i= Ln. 
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Teorema 2.1.2: Vectorii х, є R^, i=l,n sunt liniar dependenţi dacă şi 
numai dacă cel puţin unul dintre ei este o сое liniară de ceilalți. 


| . A A. м et n i 
Demonstraţie: Sá presupunem mai intai cà vectorii x, ER, =1,n sunt 


liniar dependenti. Aceasta inseamná cá există scalarii А,, 1=1,п nu toti nuli 
astfel incát sá aibá loc relatia (2.1.1). 
Fie À, #0. Ímpártim relaţia (2.1.1) cu A, si obtinem: 


MEE АЛ XE À | 
x, =—— x -— x, XU a AN EORNM (2.1.2) 
ч Ё 3 k 


АХ, A nai А, Х, 
Relaţia (2.1.2) arată că vectorul x, este o combinaţie liniară de vectori 


Хү, BREL M, XC WW. ху L SŠ considerăm acum că are loc relația (2.1.2). Мойт: 


Auk 
ЕРИНЕ, (2.1.3) 
_ 1, i K 


Atunci putem scrie: 
AXi AX, +... + A... ЕХ, ЖАХ + " ay Aa =0, (2.1.4) 
relaţie ce ne arată că vectorii x, € R^ sunt liniar dependenți. 
Definiţia 2.1.4: Fie spaţiul vectorial R^. O mulțime B c R" care contine 
un numár maxim de vectori liniar independenţi se numeşte bază a spaţiului R2 
Numărul vectorilor din bază determină dimensiunea spațiului. | 


Observatie: Într-un spațiu există o infinitate de baze. 

Această afirmație este adevărată deoarece dacă avem baza 
Bila ¿kas 29 x, FCR" atunci mulțimile (Ax, Ax,,.., Ax, AER satisfac 
conditiile de a fi baze (vectorii sunt liniar independenti si sunt in numár maxim). 
„Acesta nu este singurul mod de a arăta cá într-un spaţiu vectorial există o 


 infinitate de baze. 
бета 2. 1:3: Fie E = poe ez, €, JC R" o bază a spațiului R^. Atunci 
orice vector x€ R" se exprimă în mod unic ca o combinaţie liniară de vectorii 


bazei E. 


Demonstraţie: 


Presupunem că vectorul x e R" s-ar exprima în două moduri diferite: 
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то m | (2.1.5) 


x = Ў Ве, , EUM (2.1.6) 
1-1 
Dacă scădem relaţiile (2.1.5) şi (2.1.6) membru cu membru vom obține: 
DU – Ве, = 8 ааш | (2.1.7) 


Deoarece vectorii е;,і = 1, п formează о bază, deci sunt liniar independenți, 


din relaţia (2.1.7) rezultă В, = x, і=1, п 


Scalarii œ, і -1,1 ce intervin în relaţia (2.1.5) se numesc coordonatele 
vectorului x în baza E. Conform teoremei de mai sus, coordonatele unui vector 
într-o bază sunt unice. | alioi 

Să indicám acum o modalitate practică de a arăta că un sistem de vectori 
este liniar independent sau dependent. | | | 

Fie vectorii: | 

x, «|o, Cta, од, X m = ЭИ» eT € К" (msn) 
Pentru a vedea dacá acesti vectori sunt liniar ndepengeng sau nu, No sá 
apelăm la o relaţie de forma: A 
Ak Aux Ч x 20 BECHER 
care este echivalentá cu sistemul omogen: 
М0, FAQ +... + AOL 
À Of MI + NET A о, =0 


UR NE 12.1.9) 


ХАО +À On +... А0, = 0 


Ре coloanele matricei А а sistemului (2.1.9) avem tocmai componentele 


vectorilor х;,і =1, т. Dacă rangul matricei A a sistemului este egal cu m 


. (numárul vectorilor) atunci sistemul admite numai soluția banală A. = = 0,1 -Lm 
$i deci vectorii vor fi liniar independenti, iar dacá rangul este mai mic decát m, 
sistemul admite şi soluţii diferite de soluţia banală ŞI ш ei vor fi Dn 
dependenti. 


Exemplu: Sá se studieze dependența liniară a vectorilor: 


x, 2], - L2]. х, = [-1,2,3], х, = [1,1] din R° 
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Considerăm matricea A formată cu coordonatele vectorilor şi îi vom 


determina rangul. Vom avea: 


1151 
E er MR 
28 Au 


| Prin transformări elementare matricea poate fi adusă la forma: 
O- ı ЖЕГЕ. (5, 2, 0.0] 
А=|0 (D 240 O 240(D02-«0(Dol 
ФИ 5; NL. [0.0 1H о 0Qy 0 0D 
Rangul matricei A este 3 si Y: egal cu numárul vectorilor rezultând că 
vectorii considerați sunt liniar independenți. 


Exemplu: Să se studieze dependența liniară vectorilor: 
x 515 2,3], x7 715,6, MW х [3,2,1] din R^. 
Vom avea aplicánd transformári elementare: 


(io 8 15 Мз IA 3 | 0 1/2 
A=|-2 6 2|-10 16 8|.00 (QD2]«|o (1) v2 
ЗЧ 100 -—-16 =#8| H0 —16--=8 GWEG yang 
Rangul matricei A fiind 2 rezultă că vectorii соза sunt liniar 
dependenți. | | 
Teorema 2.1.4: Dimensiunea spaţiului vectorial R" este n. 


Demonstraţie: 


. Considerăm vectorii liniar independenţi e, = i" 04), of ‚е, = [0, MS 0| 

. ёс (0, 0, "D M. Oricare vector y — [D, , Dh 5-5 D. T din R" se scrie 
у= Хе, sau | (2.1.10) 
| Por = Be, + КИЗ +... "зе n (2. 1. 11) 
deci familia іе, Өт”. EL. у} este MS din vectori liniar dependenti si 


Ете; е, | este о bază (numită bază canonică). Conform СУРЕ, 


coordonatele unui vector în baza canonică coincid cu componentele sale. · 
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Dacă MTM sunt vectori liniar independenti din R", matricea A 
corespunzătoare mulţimii de vectori ТҮ x, y] nu poate avea rangul mai 
mare decât n, deci dimensiunea lui R” este chiar n. 

Teorema 2.1.5: Fie vectorii XX... X € R" liniar independenți. 
Atunci: | 


a) vectorul nul O nu se poate găsi printre ei; 


b) vectorii x b X223 Ху К=1, п 1 sunt liniar independenţi. 
Demonstraţie: a) Dacă vectorul nul s-ar afla printre cei n vectori atunci 
considerând matricea formată cu coordonatele lor, aceasta va avea o coloană cu. 


toate elementele zero şi rangul ar fi mai mic decât n rezultând că vectorii sunt 


liniar dependenți. 


b) Fie vectorii ХХ, ХОК 1.98 presupunem prin absurd că аг 
fi liniar dependenţi. Rezultă atunci că există scalarii sas e A, nu toti nuli 
astfel încât Ax, +А,х, +... +А,х, = 0. Constatăm atunci că o relaţie de forma: 

Мх+А„х, +... ФАХ, НО. ре Q; хє : 


аг fi liniar 


n 


este satisfăcută cu nu toti A, nuli, adică vectorii беу cun X 


dependenti, fapt ce contrazice ipoteza. 


2.1.4 Transformarea coordonatelor unui vector la 


schimbarea bazei 


Fie spaţiul liniar R" în care considerăm baza ЕЕ {е е. e, | nu 
neapărat canonică. Să considerăm că relativ la această bază vectorul x are 


coordonatele o, i = 1, n , deci se scrie: 


( 


Хос X0, — | (2.1.12) 


к=] 


În spațiul R" să trecem de Іа baza E la baza G unde G= lg, MH 8,1 


Baza G este precizată dacă vom şti cum se exprimă vectorii g j J=1,n în baza E. 


Aşa cum g € R" vom putea scrie: 
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g; = Ўсе; | (2.1.13) 
k 


Matricea 
Ch Ca nl 
C 2 Cp Сэ Cu2 
Cin Can Cin 


care are pe linii coordonatele vectorilor g; relativ la baza E se numeşte matricea 
de trecere de la baza E la baza G. Matricea C este nedegenerată deoarece vectorii 
g; sunt liniar independenţi (există (эу; 


In baza G, vectorul se scrie: 
X; = У 0,9; (ПАЛ) 
Ne propunem să găsim cantităţile B; (coordonatele vectorului х în baza G) 


atunci când cunoaştem Q, (coordonatele lui x în baza E) şi matricea de trecere C. 


Dacă ţinem seama de (2.1.13) atunci din (2.1.14) găsim: 


n n ní( n ; ; T" 
Xg = УЕ Să. )- = 4 cp; Sk (2a S) 
j=! k=l к= j=l 


Aşa cum exprimarea unui vector într-o bază este unică, Sum C2 БЕ, 'si 


(2.1.15) rezultă: 


Y cul, Зант ШЕ 
381 
sau 
CA A (2.1.17) 
unde Хе = ( 0:5,..., ӨС, Хал [В,, ЗА, В]! 


Deoarece matricea С este nedegenerată, din (2.1.17) avem: 
кү 
х= (С ) XA 
care reprezintă relația după care putem calcula coordonatele vectorului x în noua 
bază G. 
Exemplu: Se consideră vectorii: 


x = 217, x, elo ol, x, apuro em 
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a) Să se arate că aceşti vectori formează o bază în R: . 
b) Sáse determine coordonatele vectorului x — р, 1, – 2 în această bază. 
с) Sà se determine coordonatele vectorului x în baza B'= ly. ys. Ya) 
unde: 
ЖЭЛ кыа. 
4517-2377 
y; 7 X4 * 2X, 
Solutie: a) Rangul: matricei formată cu coordonatele vectorilor Kis X3, Xs 
este 3 şi deci vectorii sunt liniar independenți si fiind în număr maxim formează o 
bază. | 
b) Vectorul x se va scrie: 
х= Мх, ÀX, HAX; 


care ne conduce la sistemul: 


А +23, +А ESTE 
23, +A tÀ sl 
À, 422. 


care are soluţia À, =—2, А, PVT À, =7 si xy = [-2,-2 р" Bex. х). 


с) Matricea de trecere de la baza В = UM T xi] la baza B'= ly, Va y] 


este | 
21201101) -3/5. BiS ив 
Са 191151 035802 7)7:-444 2/8 1075. 5 Şi în final din 
4 "s У EA NANI 


A pur. zs Xy 7[-L,-3,2] .- 
"În multe probleme irebüie Sá determinăm coordonatele unui vector când din 
bază se schimbă un singur vector. | 
Fie. în baza Е = fe, eub. леї deo ХЕ = - loa, (inap C] . Să 


determinăm coordonatele lui în baza G-le,.e,,... "E mas 19? Se observă că 


cele două baze diferă prin faptul că vectorul e; din baza E a fost înlocuit cu 


vectorul g;. În baza E vectorul 8, are coordonatele œ, i = 1, m. Vom avea: 
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g, = e, 16:56: +... Tie ep +Q 


0 


0 


„A 0 cui 51 ) fixati.(2.1.19) 


€ 


mj“ m 


WV s 


şi dacă considerăm. Xç = ЇР, B. .... B, |", atunci: | 


l 
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Am găsit în felul acesta. 


(2.1.20) 


La acelaşi lucru ajungem dacă utilizăm transformările elementare. Ilustrăm 


aceasta cu ajutorul unui tabel. 


Cum 0; 0 am împărțit linia i cu 0; apoi înmulțită си: 
0%, = 03, ..., — O» am adunat-o la prima, a doua, ... , a m-a linie. Cu această 


metodă putem înlocui toată baza schimbând de fiecare dată câte un vector. 
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^ Sw 3: | 17 .. - 
Exemplu: În baza canonică E-1e,,e,,e,)C R^ se'considerá vectorul 


x = [1,1,1]. Să se determine coordonatele sale în baza B = x, X3, €, } unde 
х= 2,3] , х, «I5 - L1. | 
Ва е езх sa] x | 


T. 


1/3 13 
III. |x2| 2/3. -1/3 
-5/3 -2/3 


În secțiunea I a labeiului lala corespunzátoare lui e, înmulțită cu -2 şi apoi 
cu -3 a fost adunată la linia a doua respectiv a E Si in felul acesta vectorul x, 
intrá in bazá in locul vectorului 6. Vectorul х devine х = 1, - 1, -4[ În secțiunea 
Па tabelului linia corespunzătoare lui e, a fost împărțită cu -3 şi înmulțită cu -1 
apoi cu 2 a fost adunată la prima linie respectiv a treia. În secţiunea Ш am obținut 


coordonatele vectorului x în baza B = xo x, O Xa = [2/3,1/3, -1073] . 


2.2 Operatori liniari 


2.2.1 Generalitáti 


Fie R^ $i R^ douá spatii vectoriale. 

3 Definiţia 22.1: O aplicaţie T:R* В" ү манча саге: 
а) Tana + LERF 001 i3 X. c R" 
b) Т(ох)= aT(x) (Vae R, (Ve R” 


se numeste operator liniar. 


Se poate arăta că dacă T este un operator liniar atunci: ` 


| вх Уол() о,ЄЁ,хєВ" (2.2.1) 


=n 
Teorema 2.2.1: Fie operatorul liniar T : R" — R". Atunci: 
a) Т(б„)= 0,, | 
b) T(-x)2-T(x).- 
Aici prin 0,, si 0, am notat vectorii nuli din spaţiile Ё şi R". 
Demonstraţie: а) Cum R™ este un spațiu liniar, pentru orice xe R" 
avem: x+0, =x | si deci. T(x + ө, )=T(x)> т(х)+Т(Ө„)= Т(х)-» T(0, )- 0, . 
b) Din x * (-x)- 0, (У)хє R” avem: | 
Th +(-x)]= (6, )- 0, — Т(х)-Т(-х)-0, = T(-x)- -1(x) 


, 


Definiția 2.3.2: Fie T:R^—R'" un operator liniar. Mulțimea 


KerT = k e R"; Т(х)= 0.) se numeşte nucleul operatorului T. 
Teorema | 222 Nucleul unui operator liniar T:R"—R" este un 
subspafiu liniar al lui R". | 
Demonstraţie: Fie x,, x; € Ker T. (0,€ Ker T, deci KerT z$). Vom 
avea T(x, )- 0, si T(x,) = 0, . Pe de altă dits T(x, 4x)» T(x,)* T(x.)- 0, şi 
deci X, *X,€ KerT. Apoi dacă ac R şi xe Ker T avem Т(0х)- aT(x) 


= 00, =0, şi deci axe KerT. ” 
2.2.2. Matricea unui operator liniar ` 
Fie T:R"—R" un operator liniar. În spaţiul R" să considerăm o bază 


E - tes, ээ iar în spaţiul К" o bază G1, g;,.... 8) Dacă xe R" si 
уг T(x)e R" avem: 
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T fiind un operator liniar, putem scrie: ·__. 


т(х)= Sae Je Хөлбд-) (2.24) 


izl 
Aşa cum 0; sunt cunoscute, din (2.2.4) rezultă că operatorul. T este 
cunoscut dacă vom cunoaşte imaginile vectorilor bazei E prin operatorul T, adică 
T(e,). Dar T(e;)e R" şi se vor exprima în funcție de g ; sub TA. | 


T(e, )-a,g, +a,g,+..+ ам, 
T( ‚)= 858, t 45g, +..+а„ р, 


ma 


(2.2.5) 
| Т(е„)= ам F A m282 +... + аба 
sau 
А n Е Эр E 
T(e; )- Уа; 155, (2.2.6) 
j=l 
Matricea 
Bul «uo ^ а 
c a, M ла 
A — 2 а 2n (2.2.7) 
a ал? а 


mi 
o vom numi matricea operatorului T relativ la perechea de baze E, G. Dacă în 


(2.2.4) ţinem seama de (2.2.6) obţinem: 


T(x)= a| а) P k. (2.2.8) 
i= je ЮМ 
Cum exprimarea unui vector într-o bază este unică, din (2.2.3) şi (2.2.8) 
rezultă: 
Xa, =B; пати ол Ae 37 92:9) 
i=l 
sau 
ATx = у sau Т(х)= A?x (0.2.10) 


Rezultă aşadar că operatorul este definit prin matricea sa. 


Să vedem acum care este efectul schimbării bazelor asupra matricei unui 


operator liniar. 
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Fie operatorul liniar T: R" >R” care relativ la perechea de baze 


E-[e;, e. e, CR", G= ie... eem are matricea A de elemente m 


i=l, m, dl Să considerăm acum în cele două spaţii alte baze 
PS dr. f... ЕСЕ", H= ee „h, ICR? . Dorim să găsim matkicea B 
dg аіл (b, ) a operatorului T relativ la perechea de baze F, H. 


Deoarece f; € R" putem scrie: 


f, = ce, 1-1, (2.2.11) 
ja ar 
unde matricea 
Cu | Cr Cim 
С Ca ... Com 
С= = (2.2.12) 
eU > C 


ml m2 


reprezintă matricea de trecere de la baza E la baza F si este nedegenerati. 


Aşa cum h, e R" avem: 


h = Zd., "B (2213) 
Matricea | | 
d;, d; di, 
d d 
D=| ° da 1: (2.2.14) 
d, di e d,, 


reprezintă matricea de trecere de la baza G la baza H. 


“Elementele matricei B, apar în relaţiile de forma: | 


T(fj)- Xb,h, 1-1,ш (2.2.15) 
kzl 
Dacá in (2.2.15) ținem seama de (2.2.13) obţinem: 


T(f, )- Èb (4s. - Saa, y. F 2 (8D).g.. i-lm (2.2.16) 


unde prin (BD), am notat elementul de pe linia i şi coloana s din produsul BD. 


Pe de altă parte dacă avem în n vedere (2.3.11) putem scrie: 


47 


Aici prin (CA), am notat elementul situat pe linia i si coloana s din 
produsul CA. Comparând (2.2.16) cu (2.2.17): găsim (BD), = (CA),.i і=1, п, 
5= 1, п adică: 

BD = СА (2.2.18) 

Cum matricea D este inversabilă, din (2.2. 18) avem: 

ОВСА" (2.2.19) 

care reprezintă matricea operatorului Т relativ la perechea de baze Е, Н. 

„Observaţii: | 

a) Dacă m=n átindi B zDAD'. 

b) Dacă ín R" nu se schimbă baza B = CĂ (D = IRE 


c) Dacă ñ în R” nu se schimbă baza B = AD”! (C su). 


2.2.3 . Valori proprii şi vectori proprii pentru un operator liniar ` 


Sá considerám spatiul vectorial R" şi operatorul liniar T: R" — R". 
Definiţia 2.2.3: Vectorii x + 0, soluţii ale ecuaţiei: 
Tl Xx | (2.2.20) 

se numesc vectori proprii ai operatorului T. | 

Definiţia 2.2.4: Valorile lui A. pentru care ecuatia (2.4.1) are solutii nenule 
se numesc valori proprii ale operatorului E E | | 

Teorema 2.2.4: Dacá À, este o valoare proprie a етты т, “2444 
mulțimea 

X, -ke еч Гаи xl 

este un subspafiu liniar, care se numeşte tai propriu al operatorului T. 

Demonstraţie: Fie x,, x, € X,. Atunci T(x, те МОХ. T(x 4 À oX,. Cum 


operatorul T este liniar avem. Meier TPAR od a Wa 
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= (au tx.) şi deci x, +x,€ X. Fie ae R si хє X,. Atunci T(ax)=aT(x)= 
= оох = А, (ох) şi deci ax € X, Şi teorema este demonstrată. 

| Teorema 2.2.5: Dacă А,,і = Ln sunt valori proprii distincte ale 
operatorului T:R" — R", iar Х,,1=1,п subspafiile proprii corespunzătoare, 
atunci vectorii proprii x; € X,, i=1,n sunt liniar independenți. 

| Demonstraţie: Vom utiliza pentru demonstrație metoda inducției. Afirma- 


tia din teoremă este adevărată pentru i=1. Să presupunem Că vectorii Х,, 


i=1,k-—1 sunt liniar independenți. Considerăm о relație de forma: 
Xi EAX, tt Ox, =0, ~ER- (2.2.21) 


Având în vedere că T(x, EYES i=l,n putem serie: 


T(G X 0x4 +...+ Ak Xp J= AX, +0,А,х, fe вох 20 (2.2.22) 
Să inmultim relația (2.2.21) си —À, şi s-o adunăm la relația (2.2.22). Vom 

obține: 
o, А )x, +o (Aa AR + о (l d e = 0! (2223) 


Aşa cum. vectorii x;,i=1,k-1 sunt liniar independenţi si AE 


1=1,К-1 din (2.2.23) deducem & =0,i=1,k-1. Dar atunci, din (2.2.21) 
rezultă cá œx, 20 şi cum x, 40 avem 0, =0, rezultând că vectorii 


AA. Lk sunt liniar independenți. 
„Să vedem acum cum se determină valorile proprii şi vectorii proprii al 
operatorului I Ecuatia (2.2.20) se mai scrie considerând x = lx, DAD ats |: 
| dA ERR | Мй (32.24) 
care este echivalent cu.sistemul: 
(a A), +а,0, +... Ба, =0 


Ap, + (а, Ata +... +a G, = 0), (2 ^? 25) 


9905999090000 00509000909000000820999909940099005000999559€ 


8,0 +a, NEUF + (au, -AX., =0 


Pentru ca sistemul omogen (2.2.25) să admită soluţii nenule in Œ, trebuie 


ca determinantul lui sá fie egal cu zero. 
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d “1 93, ... а 


4 4.) ... а 


а dan 522 A an-A 


Dezvoltând determinantul A se obţine un polinom de grad n în À pe care îl 
numim polinom caracteristic, iar ecuația corespunzătoare ecuaţie caracteristică. 
Rădăcinile ecuaţiei caracteristice sunt tocmai valorile proprii ale operatorului T. 
Odată determinate valorile proprii, atunci vectorii proprii se obţine din (2.2.25) 
înlocuind în el valorile proprii. 

Teorema 2.2.6: În baza formată din vectorii proprii ai unui operator 
liniar, matricea sa are forma diagonalá pe ea gásindu-se valorile proprii. 


Demonstraţie: Fie baza G = fe, g,,..., g, p unde g, € X, ( X, subspatiile 
proprii corespunzătoare), i = 1, п si fie B de elemente (b;) matricea operatorului 


relativ la această bază. Vom avea: . 


T(g,)eXigy, 1=1, (2.227) 
De aici rezultă b; = N 51 deci: 
lo, iz j | 
A At D, 979 
O. A) 0 ; ! 
B- , (2.2.28) 
0 0 À 


Observaţii: a) Deoarece un operator liniar este determinat de 5 09И sa, 
putem vorbi de vectori proprii si valori proprii pentru o matrice pătratică. | 

b) Matricea unui operator liniar poate fi adusă la forma diagonală dacă 
subspatiile proprii au dimensiunea egală cu ordinul de inultiplicitate al valorii 
proprii corespunzătoare. 

c) Dacă matricea unui operator liniar poate fi adusă la forma diagonală, 
atunci există o matrice D care este matricea de trecere de la baza canonică la 
baza formată din vectori proprii încât: 


-B=DAD!' 
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Exemplu: Fie operatorul liniar T:R?— R? a cărui matrice este 


3 0 
А=1-2 301. 
0 Du 


a) Să se determine valorile proprii, vectorii proprii si subspatiile- proprii 
corespunzátoare; 

b) Să se determine o bază în care matricea operatorului T să aibă forma 
diagonală. | | 


Solutie: a) ecuaţia caracteristică va fi: 


JAFA 2 0 | 
-2 3-A; | 0x0 sau (A -IXA -S) «0 
0 0 5-4 | 


Valorile proprii vor fi: A, 21, А, = А, =5. Înlocuind în sistemul 


(3-A)o, +20, =0 
– 20, +(3-А)о, =0 
16-2) 207. 
valorile proprii ale operatorului T găsim: 
pentru A 21, x «o[ ol, QER, iar | 
pentru = S x. = B[- 1,1, of + үј0, 0,1], В, ye R 
Subspatiile proprii corespunzátoare vor fi: 
Хал Їх e R*;x =0[1,1,0],,ae R} de dimensiune 1. 
Х„ = k eR'x-pl-nro[ +ү[0, 0,1], В, үє R|. de dimensiune 2 
b) Considerăm o bază formată din vectorii Ху = Ї, p 01, Xa = Ë LA 0| А 
x, = (0, 0,1] (vectori proprii). | 


Matricea de trecere de la baza canonică la această bază vor fi: 


11 Ü ИТЕ" 
D-|-11 0, (р")' -lu2. 1/20. 
0 0 1 0-3 


In noua bază matricea operatorului уа fi: 
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O 
e 
Un 


2.2.4 Forme liniare 


Fie spaţiul vectorial R” peste corpul numerelor reale R. 

Definiția 2.2.5 O aplicaţie f : R^ — R se numeste ions liniară dacă: 

1, Єхүжх,) = Р(х, )+ fl) (V x; € R^. 

2. f(ax)- at (x) (Ve К, (Vk e R^. 

Forma liniară este un operator liniar. Fie în R" baza Е = је, e,,..., e, ] si 
n 


x = Усе, € К". Мот putea scrie: 


(09-14 Sas ]= Sare) ax, Ё-АХХ-10229) 
i=l izl | 


unde A -[f(e,) 6(е,),..., f (e, )] reprezintă matricea formei liniare relativ la 
baza E. (гү 

Dacă în spațiul К" trecem de Іа baza E la о altă bază cu matricea de trecere 
C, atunci în noua bază matricea formei liniare va fi B= CA. 

Exemplu: Fie їп W^ baza Gol xx). unde. x = [2, ЕТ, 
x; = h. rl жаб. 

a) Să se determine forma liniară f : К° R ştiind că йш (у. )=3, 
f (x : ) = 6. 

b) Să se determine matricea formei liniare când se schimbă baza cu 


matricea de trecere 


Дь | 
Cod L сс! 
EE 41 


si deci... 
f(x, )= 2 9a. a. Si 
(ж уча #2а,+д,=3З 
f(x.) -a, +а, + 28m-= 6 
de unde a, =—1, 4, =1, à, 22. 
. Forma liniară va fi 
3 Г 3, a r 
(х)... 2 haz Mea е Ее A z[-1,1,2] 
b) In noua bază avem 
| 
В = CA -[0, - 2, 4] 
c Definiţia 2.2.6: Numim sistem de forme liniare în R^, ansamblul a m 
forme liniare în n variabile 
f (ај Ci Xi HCX +... Cu хў, = т ач (212.30) 
Dacă m = п, sistemul de forme liniare se numeşte transformare liniară. Fie 
transformarea liniară: 
У = CX CIX, F... + OX, 


—CAX + CayX. A... C. X 
Y2 = C; X tC4X, 2nĂn (2.2.31) 


e*90909590005509000000909940000000090000000909299006 


E > Cu, T+C,X, +... +C Х, 


nn 
sau 

A (2.2.32) 

Matricea C de elemente 99, reprezintă matricea transformării liniare. 

Transformarea liniară este nedegeneratá dacă rangul matricei C «Де n, lar dacă 


rangul este mai mic decât n, este degenerată. 


2.3 Forme pătratice 


Definiţia 2.3.1: O aplicaţie О(х): RxR"  R de forma: 


n n 


Q(x)9 Уат х хх, abr MAE ETT 


i=1 j=l 


r NS : ү . 
х = Б, Eos x] se numeşte formă pătratică. Ea se mat poate 


ji? 


unde a; =а 
scrie sub forma: 
QOO) = x Ах (032) 
unde Aa, ) este matricea formei pătratice. 
Dacă unei forme pătratice îi aplicăm transformarea liniară: 
x = Gy (2.3.3) 
atunci forma pátraticá devine: | | 
Q(yesy'(c'Ac-y'By (B-C'AC) ^ 034) 
Rangul formei pătratice este dat de rangul matricei A. Se constată că rangul 


unei forme pătratice nu se schimbă dacă asupra variabilelor aplicăm o 


transformare liniară. 
Exemplu: Asupra formei pătratice О(х)-2х(43х:44хү44Х,Х,- 
-2х,х, se aplică transformarea liniară: 
х= Yat 2y; 
X; = ygt 2y; 
$1193 
Să se scrie forma pătratică transformată. 


Solutie: Avem: 


220022 3&1 s 2.0 '7 
As 2 3X 5 0&'C-.]O 1 2| B=CAC=|0 1 3 
меаи 7H oia sojës] 7 3326 


51 deci 
О(у)= 2у? +y; *36y; *14y, y, * 6y;y, 
Definiţia 2.4.5: O formă pătratică este sub formă canonică dacă există o 
transformare liniară față de care 
Q(y)2 A,y; +A,yi+..+À ya МЄК. (2.3.5) 
Să vedem cum putem aduce o formă pătratică la formă canonică. 
a) Metoda lui Gauss 


Prin transformări elementare putem aduce matricea A, a formei pătratice la 


forma superior triunghiulară. 
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ASH PE. (2.3.6) 


şi dacă considerăm transformarea: 


za Ux е. o» alx, 
(2.3.7) 
у, = a)y 
obtinem forma canonică 
10 duni | | 
Qiy)- yi t ma t... T N. (2.3.8) 
а ay an 
- b) Metoda lui Jacobi 


Această metodă se aplică dacă matricea formei pătratice are toti minorii 


principali diferiți de zero. Dacă notăm cu: 


23, чыг 2 Р 
‚А. = det A (2.3.9) 


Чэ, io 


A =], A =a, A, = 


minorii principali а шара А, atunci forma canonică va fi: 
Q(y)- sa у; ы, À;z—.izln (2.3.10) 
38. 
Observaţii: a) Forma canonică a unei forme pătratice nu este unică. 
D) În (2.3.8) s-a subințeles faptul că există а, +0. 


Dacă de exemplu а =0, atunci aplicăm formei pătratice transformarea 


liniară nedegeneratá 


еу E. -а 0 
Xa =у+у,, і=3, п (2.3.11) 
= | 


с) Numărul de pătrate din forma canonică este egal cu rangul matricei A. 


Exemplu: Să se aducă la forma canonică forma pătratică: 
2 2 2 
О(х)- 2X, *- 2x Кр 7 26, 3 
Prin transformări elementare matricea formei pătratice poate fi adusă la 


forma superior triunghiulară: 
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B 21 [4763 А u 02-02 хай 0 
Х-1-1 2 Н 6: SUR mlo 5/9 d 
0--113(-10:-41...37| d 2 LN 


Considerând transformarea: 


yi -3X,7 X, 
y, 5/3х,-х, 
y, =12/5х, 


forma pátraticá devine: 
l5 Qi SË 
=y +> y; +> y}. 
е A Lal ТЫ 


Exemplu: Se consideră forma pătratică О: RxR' — К a cărei matrice 


velmi. 0 
este A=|-1 2 –1 |. Să se aducă la forma canonică prin metoda lui Jacobi. 
Озк- 40и 


Solutie: Vom avea A, =], A, ДЭЭ АНАЛ 26 

A 21/3, ys 345, k. = 512 

Q(y)= 1/3y, 43/5у1--5/12у1 

Exemplu: Să se aducă la forma canonică {опи Pr wem 
О(х)-2х,х, + 2x,X, T2X,X, | 


Solutie: Considerăm transformarea liniară: 


Хү” Уу? 
X, = Уут y, 
Xa Ya 


Forma pătratică devine Q(y)= 2у? - 2yi t Ay, y, . Matricea ei este: 


279 50-72 gn p: ts 


= 2 0 |. Considerând transformarea liniară: 


A=|0 -2 0|=|0 

2," * GL 0 ÁO Vd 
Z,-2y,*2y, | | 
Z2,-7—2y,. „avem Q(z)= zi — 223-223. 
Z, = —2y; | 


Definiţia 2.3.2: O formă pătratică Q:R'xR'—R este: 


— Pozitiv (negativ) definită dacă: 
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a) Q(x)> 0 (Q(x)« 0), (V)x=0, xe R^; 
5) Q(x)s0— x 20. 
Dacă Q satisface numai (a) 51 (9 К + 0 pentru care О(х)- O atunci este 
pozitiv (negativ) semidefinită. | | 
Orice altă formă Q se numeşte nedefinită. d 
Dii forma canonicá a formei pátratice putem vedea tipul sáu. 


Exemplu: Stabiliti tipul formelor pátratice a cáror matrice sunt: 


| 4 (19:20 
“їйл рың jaro 
1) A= 2) A= 3) A= DENT 2 -1 
0 1 эй жй 0-7 


0--1 3 
Solutie: 1) 4,2120, A, =1>0 (pozitiv definită) 
2) А, =], A, =0 (pozitiv semidefinită) 
3) A, 21, A,=-1 (nedefinită) 
4) A, =3, ^, =5, A, =12 (pozitiv definită). 


2.4 Intrebări de control şi exerciţii 


1. Pentru a răspunde corect la întrebările de control este necesar: 
à. A se vedea concluziile afirmațiilor dovedite si i at în care 
acestea au fost făcute. 
b. Să se acorde o mare atenţie definiţiilor; 
c. Să se țină seama de faptul că o întrebare de control poate avea mai 
multe răspunsuri corecte. 
d. Ordinea întrebărilor de control nu este totdeauna cea în care au 
fost expuse elementele teoretice. 
2. Pentru aplicaţiile practice recomandăm: | 
a. Revederea aplicatiilor practice rezolvate in capitol. 
b. Pentru aplicatiile practice privind dependenta sau independenta 


liniară a vectorilor, să se revadă definitiile date. 
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c. Când se cere determinarea coordonatelor unui vector într-o bază 
ce diferă de cea iniţială prin unul sau mai, multi vectori se va 
utiliza tabelul conceput pentru acest lucru. 

d. Ín problema determinării vectorilor proprii si valorilor proprii 
pentru un operator liniar este necesar a revedea elementele 
teoretice legate de rezolvarea sistemelor de ecuaţii algebrice 
liniare. | | | | 

e. Sü se observe ci proprietàti ale unei forme pátratice se transmit 


asupra matricei ataşate ei şi invers. 


1. Care din următoarele afirmaţii sunt adevărate: 
a. orice spaţiu liniar este grup abelian; 
b. orice grup abelian este spaţiu liniar; . 


c. există spatii liniare care nu sunt grupuri abeliene.. 


w” 


Fie vectorii X,, X,,..., X, € R" şi A matricea componentelor acestora. 
Atunci: 
a. vectorii sunt liniar independenţi dacă rang А =m; 
b. vectorii sunt liniar dependenţi dacă rang A $48, 
c. vectorii sunt Ac ctc АРН ETER rangA »m; 
3. În spaţiul R", o mulţime de vectori liniar independenţi: poate avea: 
a. cel mult n vectori; 
b. cel putin n vectori; 
C. exact n vectori; 


d. oinfinitate de vectori. 
4. Fie vectorii x,,X,,..,X, € R" si A matricea componentelor lor. 
Atunci sunt liniar dependenţi dacă: | 
a rang A =m; 


b. rangA» m; 


c. rangA «m. 
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8. 


10. 


11. 


Fie vectorii x,,x,,..,X, € R" si A matricea componentelor lor. 
Atunci vectorii sunt liniar independenţi dacă: 
a. rangA «m; 
р. ransA=m; 
с. rangA >т. 
Fie vectgirii- Жү Жэ ж, € К", vectori liniar independenți. Atunci ei: 
а. formează o bază in R", (V)m,ne N: 
b. nu formează o bază in R" pentru nici o valoare a lui m; 
c. formează o bază în R" dacă m=n. 
Mulțimea x,,X,,..,x, este formată din vectori, liniar dependenti. 
Atunci: 
a. oricare dintre vectori se exprimă ca o combinaţie liniară de 
ceilalți; 
b. cel puţin un vector se exprimă ca o combinaţie liniară de ceilalți; 
c. nici unul din vectori nu se exprimă ca o combinaţie liniară de 
ceilalți. 
Fie vectorii X}, x», ..., x, € К", vectori liniar independenţi. Atunci: 
а. vectorii ху, Xa...» X, formează o bază in R"; | 


b. vectorii X,, x, & Xa, formează o bază in R": 


.. 2 wa 3 
с. vectorii Ху, Х,, X, formează o bază în R `. 


. Fie vectorii ху, Хэ, X3, x, € RÍ, liniar independenți atunci ei: 


d. | formează o bază in R; 

b. nu formează o bază in R; 

c. пи formează o bază in R^. 
În spaţiul R" existi: 

a. cel puţin o bază; 

b. cel mult o bază; 

с. exacto bază. 
Coordonatele unui vector: 


a. suntunice relativ la o bază; 
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b. se schimbă la schimbarea bazei; 
c. sunt aceleaşi în orice bază. 
12. Un sistem de n vectori din R" care contine vectorul nul: 
a. este liniar independent; 
b. este liniar dependent; 
с. formează о bază în R"; 
d. nu se poate spune nimic despre natura sa. 
13. Coordonatele unui vector în două baze care diferă printr-un singur 
vector sunt: | 
a. diferite; 
b. aceleaşi cu excepţia unei singure coordonate; 
c. aceleaşi, datorită unicitátii coordonatelor într-o bază. | . · 
14. Dimensiunea unui spaţiu vectorial este egală cu: 
a. numărul vectorilor dintr-o bază; 
b. numărul maxim de vectori liniar independenţi; . 
c. numărul vectorilor din spaţiul considerat; 
d. numărul de baze din spaţiu. 
15. Matricea schimbării de bază este: 
a. о matrice pătratică; 
b. o matrice cu determinantul nul; 
c. formată din coordonatele vectorilor unei baze relativ la cealaltă 
bază; 
d. formată din coordonatele unui vector descompus în cele două 
baze. 


16. Dacă vectorul x,,, se scrie ca o m liniará de vectorii 
Хү,Х,,.., X, € К", atunci: 
a, vectorii X}, X5, ..., X, sunt liniar independenți; 
b. Х,,Х,,...,Х, formează о bază în R"; ` 
с. X, Xy, X, X,4 Sunt liniar dependenti. 
17. Fie aplicația Т: К" ӘК". Atunci T este operator liniar dacá: 


а. T(x, +х,)=Т(х,)+Т(х,), (V)x, x, € I m i 
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b. Т(ох)-01(х) (v)ae R,(v)xe Rn: 
с. Т(х +x,)=T(x,)+T(x,) si T(ox)- aT(x), (v)ae R 
(v)x, Xp X, E R” 
18. Fie operatorul liniar T:R" —5 R". Dimensiunea subspatiilor ын 
poate fi: 
a. mai mare decât n; 
b. egală cun; 
c. mai micá decát n. 
19. Fie T: К" — К" un operator liniar. Atunci: 
а. Т(х, + х,)=Т(х,)+Т(х,), (У)х,,х,є к"; 
b. Т(ох)-о1(х) (v)ae К, (v)xe R^; 
с. T(x,+x,)= оТ(х,)+х,, (v)ae К, (у) х, X E К" 
20. Fie x, şi x, vectori proprii pentru operatorul liniar T:R" — В" 
corespunzător la două valori proprii distincte. Atunci: 
а. X, ŞI X, sunt liniar independenţi; 
b. X, $i X, pot fi liniar independenti; 


C. X, ŞI X, sunt totdeauna liniar dependenți. 


һә 


1. Valorile proprii ale unui operator liniar sunt: 
a. întotdeauna reale şi distincte; 
b. întotdeauna reale şi egale; 
c. numere reale sau nu, distincte sau nu. 
„Fie T: R” —R" un operator liniar şi A matricea sa. Atunci: 


а. АЄМ,, (R); 


һә 
һә 


b. A€ Mia (R); 
c. Ae M, (R). 


23. Fie T: R^ — R* un operator liniar. Atunci: 
à. T are cel puţin o valoare proprie reală; 
b. Т nu are valori proprii reale; 


c. nuse poate pune problema valorilor proprii pentru operatorul T. 
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24. Operatorul T: R" — R” are n valori proprii distincte À,. À.., AX 
cărora le corespund vectorii proprii x,, x5, ..., Хү. Atunci: 
d. X X»... X „formează o Dază in R^» , 
26. Xj Xo, X, Sunt liniar independenţi; 
Le Xo mex Sunt linia dependenţi. 


‚25. Fie T: R^ — К" un operator liniar. Atunci: 


a. KerT C R"; 


b. eri GR; 


c. Кем = 10, р 


26. Fie T: R" — R" un operator liniar. Atunci T admite o valoare proprie 
realá dacá: | 2 
a. ПЛ 
b. m»n; 
c. т=п sim impar; 
27. Unui operator liniar T: R" — R" i se poate asocia: | 
a. о matrice unică relativ la o pereche de baze fixate; 
b. o infinitate de matrice; 
c. n-m matrice; 
d. cel mult m matrice. 
28. Nucleul unui operator liniar T: R” — R" este: 
a. unsubspatiu liniar; 
b. +0 mulţime din R^; 
c. omultime din R"; 


d. multimea formată din vectorul nul al lui: R". 
29. Un operator liniar T: R^ — R" are: 

a. cel mult n valori proprii; 

b. oinfinitate de valori proprii; | 

c. un vector propriu pentru f iecare valoare proprie; 

d. numürul vectorilor proprii depinde de forma operatorului. 


30. Mulțimea vectorilor proprii corespunzătoare unei valori proprii: ` 
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d. 


d. 


este formată numai din vectori liniari independenţi; 
este finită; 
are o infinitate de elemente: 


formează un subspatiu liniar. 


31. Să se arate care dintre aplicaţiile următoare sunt operatori liniari: 


a T:R R°; T(x)- [a,, a-a, a +o, |", (У)х = lo, &Jre)R:; 


R: Da 


b. T:R 2 R5 Т(х)=[@ to, e о, o. |", (V)x'«[o,, o, о, Гє R^; 


R: Da 


с. T:R? В? Т(х) = la, ^o. 0. ао, 5, (v)x fe. оа, Гев": 


К: Da 


d T:R^AR5 Т(х) = [о +1, o, +2, о, - o], (v)x = [0 ; о, ] e к? 


R:Nu 


32. Fie T: R^ — Rt, i-1,3 operatori liniari. 


Să se determine matricele operatorilor relativ la perechea de baze canonice 


din cele două spaţii vectoriale. 


T (x)= lon, a, — Ze, 204, e, (v)x = lo, а.| єв”: 
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T,(x)= [o.., О +0, – 00, a], (v)x 4 lo, a] eR; 


0 1 —I 0 
К: А, = 
й ү 1-0 N 


45 


к= [- 04, — 05, сс, *o,, ol, (v)x T [о о, [є R°. 


x ua l WE res 
ТЭЛЭЭ E. 


$ 


33. Fie în R? baza B = [x xs, x3 Hunde! x | =, 1, 99, 3 211,2, 3f, 
x, —[1, 0, 1] şi operatorul liniar T: R? — R?, definit prin: 
Т(х()-150Г, т(х,)= [1,1], T(x,)- [o, 1] . Sá se Biene T(x) 
ştiind cá în baza canonică a lui К°, x = [1,1,1]. 


R: T(x)= 2/3, 2/3] 


4 
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34. Fie operatorul liniar T : R? — R? definit prin: Т(Х)-40,, 0-0, 30, +о |", 
V x= lo, 0, ['. Să se determine matricea „operatorului T relativ la 
bazele Е = fx , x, G= ly, y, Y3} unde: x, = [3,1], x, =f, x 
у=[Ь0,—-1]', у, =[-1,2,2]!, у,-(0,12Г. 


-4/3 -713 gi 


К: А = 
| – 2 -4 10 
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35. Fie operatorul liniar Т: R? — R? a cărui matrice este: 


Е i—i t 
A=|.2 l 2 |. Săse determine o bază în KerT. 
-] Il -3 


R: Dimensiunea lui Ker T este 1 si o bază este formată din x = ЇГ, 0, n 


© 


36. În R* se consideră baza B = lx, X fg x). Să se determine matricea 
operatorului T: R* — R* ştiind că: Т(х,)= кы Tix, = x, Tx) Ж 


» 2970 
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O м о о 


2 2 : ) 2 —8 
37. Fie operatorul liniar T: R^ — R^ a cărui matrice este А -| | | 


Care dintre vectorii x, = [5, lof, X, = В, ЭГ, X, = [L, IJ apartine lui 
KerT. 
R: x, = Ker T, x,, x4 Ker T 


Jes 


38. Sá se determine valorile proprii, vectorii proprii si subspatiile proprii 


corespunzátoare pentru operatorii liniari a cáror matrice sunt: 


4 3 2 
1-1 O| 
R: А, =1,x =al, 2], «eR, Ху-Б|х-о2Г, ae R| 


А, S2! x e Bh 1l, Be R. x,=k|x=Bl iY, Be к) 
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4 0 
b) rA À 
-4 0 


1 

01; 

l 

R: М =1, x «alo, - 1 1l, ae R, x, - | х=ојо, -1, n" ac R] 
à, 22, x pli, 0, 1T Be Ж x, = | x z pli, 0, TR. Be к) 


à, =3, x 2 y[2, 0, 1l, ye R, X, =} х ="y[250,1f, үе R| 


an 9-6 
c)|25 -H -9 
IW -9 -4 


RA, =2, x =af 1,0,1], aeR, X, -k|[x-of-1.0. I. ae R] 


А =х,= х-8|-7/3,1,1Г, Be R. X,=k|x=p[-7/3,1 1]. pe Ч 
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-4 "0 9 
„= s 

d) ; 
0 03 p 
Q^". РОБИ 


ЁО EL x = oi, 0, 0, 0T + pfo, 1, - t, 1T, а, BER 
X, =k] x = a[1,0, 0, 0f «p[o, 1, 1, о, pe R) 
À, 24,23, x 2ylo,0, Mo RSN, prad y, 8e R 


X, = k| х = y[0, 0, 1,0] +8[0, 0,0,1], y, 8e R| 
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39. Fie operatorul liniar T: R° — R? definit prin 
Т(х)- Bo, * 405,20, +о, |", (v)x = [о 0, є R?. Să se determine 
în R? o bază în care matricea operatorului să aibă forma diagonală. 


R: B xix. x.) unde x, = Їй -1|, X, = 2, |. Matricea operatorului este 
=537 

А = 
о, 


$ 


40. Să se determine matricea formelor pătratice: 


а. Q(x)s X; *2x,x, +3X X, 4X.,x, +X; — Xa; 
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1 k + 342, 
R: 1 бы. 
3/2 a D - 3 


2 
b. Q(x)e-x,x, txix4 -2x,x, +2х2 +4, Xi 


0 —1/2 1/2 -1 

-11/2 e 0.2 

1/2 0 0 0 
ын 2 


41. Să se scrie formele pătratice corespunzătoare matricelor: 


1 -3 2 
а) 1-3 1 438 
^ 4 > 


R: О(х)= x? - 6x ix, +4хух, x2 Ax x, +3х2 


R: О(х)= 2x7 -2x,x, + 3x2 


$ 
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3-2 kb 3 
Lo 9 „1 

с) А 
EU 021 
2 l -1 -2 


R: Q(x )= 3xi -4xax, *2XQX,4X,X, 4X2 +4x, 2X3 t 2X,X, + 
*6x; -2x,x, - 2x1 


Jas 


42. Sá se determine valorile parametrului ke R astfel ca formele pátratice 


de mai jos sá fie pozitiv definite. 


а. О(х)= 2х7 - aux, -6x x, +6х2 - 4x, X3 +12x3; 


R: Ke (-1- 51, -1«-J51) | 
2$ 


b. Q(x)e2xiexle2xi- kx,x, t 2x 4X5 
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с. Q(x)exikx2-4xax,- 


R: Ke $ 


$ 


43. Să se stabilească tipul formelor pătratice: 
a. Q(x)- XL —2x x, 2x; -2x,x, Xii 


R: Nu este definită. 


$ 


b. О(х)=3х?-6бхух, –хух;+х2-4х,х;+2х2; 


R: Nu este definită. 


Э ? ? 
Эд Q(x)=—x2 — 2X X; +4X, x, +2xX X, + xl — 2X2%3 T OMX, t 3X,. 


R: Nu este definită. 


Js 


44. Să se studieze dependenţa liniară a vectorilor: 
a x -[.2,0], х,-ЇРАДАГ, x, = 0,1]. 


R: Vectorii sunt liniar independenţi. 


аф 


b. х,=[00,—1,2], х, =[1,0,1,-2], х, = 2,1,3]. 


К: Vectorii sunt liniar dependenţi. 


$ 


с. х= [1,0,1], х, = [1,1,0], х, = loui, х, = рор. 
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R: Vectori sunt liniar independenți. 


ES 


oc REN . 1 . a .. TI 16% 
45. In.spatiul. R se consideră vectorii: x, = 1-1, “ор = [0, PS 
r T r r I 
x, =Ñ 1 F. х,-10.12Г, ж = -55] х2“1,-1,0Г1. Să se 
aleagă din acești vectori o bază si apoi să se determine coordonatele 
vectorilor rămași în baza aleasă. 


2 > .. ? t 
R: O bază poate fi B м 2 xil ŞI în acest caz avem х, = ЇГ, -1,0] ; 


х, = ШКО". x= АХ 


ç 


^ IST . = I! 
46. In baza canonicà E.— fer, es, ei] se consideră vectorul: x = [1 - 1|. 
Să se determine coordonatele sale în bază B xS. ш, х, } unde 


X, -Ё ЫГ, Хн = [1,0, ЭГ X4 = (1, 11| 


R: x, (2/3,-4/3,5/3Г. 
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3 ELEMENTE DE PROGRAMARE LINIARĂ 


3.1 Programare liniară 


Plecând de la exemple din aria economicului şi având suportul teoretic al 
capitolelor anterioare, se introduce noţiunea de problemă de programare liniară 
care constă în determinarea optimului unei funcții (numită fimctie obiectiv) în 
anumite condiții (numite restricții). O astfel de problemă poate avea diferite 
exprimări, numite forme iar sistemul de restricții o mulțime finită sau nu, 
mărginită sau nu de soluţii admisibile. Dintre acestea, soluțiile admisibile de buză 
(legate de soluţiile de bază ale unui sistem algebric liniar) şi soluţiile optime joacă 
un rol deosebit. ` | 

Tehnicile prin care se obține soluţia optimá sunt diferite si au la bază 
algoritmul SIMPLEX (primal Sau dual) precum şi asocierea problemei de 
programare cu problema duală constituită pe anumite principii. Soluţiile celor 
două probleme sunt indisolubil legate, rezolvarea putând fi realizată simultan. 

O, atenţie specială este dată problemelor de transport pentru саге se 
prezintă un algoritm specific: (algoritmul lui. Dantzie) în variantă primală si 
duală. Este abordat şi cazul problemelor de transport cu soluții degenerate în care 


metoda perturbárii permite Continuarea algoritmului. 


3.1.1 Modele economice ce conduc la o problemă de 


programare liniară 


га) Consumul lunar de materii prime 


Să considerăm că o întreprindere realizează m tipuri de produse 
1 


Р, i=1,m, utilizând n tipuri de materii prime M;, j=1,n. Dintr-o unitate de 


materie primă M, se pot produce a, unități de produs P,. Intreprinderea şi-a 


propus să producă câte b, unități din fiecare tip de produs Р,. Costul unei unități 
de materie primă M; este c, unități băneşti. Să se întocmească un plan de 


consum lunar al materiilor prime, încât să se realizeze producția planificată iar 
cheltuielile legate de materii prime să fie minime. 


Să vedem la ce revine modelul. 
Insemnám cu x;, j=1,n cantitățile de materie primă M; ce urmează a fi 
utilizate. 


Observăm că a,x, reprezintă cantitatea de produse de tipul Р, ce se obţine 


când se utilizează o cantitate x ; de materie primă de tipul M;. Deducem atunci 


` 


cà: 
n 
а хунар, T. hag Да Жах) 
J 


reprezintă cantitatea totală de produse de tipul Р,, ce se obţine atunci când 
materiile prime de tipul M; se utilizează în cantităţile x;, ј=1, m. Dar cantitatea 


de produse de tipul P, nu poate fi mai mică decât b; si deci: 


Sax zb, i= m (3.1.1) 
j=l 


Datorită faptului cá am notat cu x; cantități de materie primă, acestea nu 
pot fi negative şi deci rezultă că necunoscutele x, trebuie să satisfacă condițiile: 
x; 20, j=1,n (3.1.2) 


Cheltuielile legate de materiile prime utilizate vor fi date de funcția: 
((к)= Усх, x = [х0] (3.1.3) 


care trebuie să fie minimă. 

Din punct de vedere matematic problema poate fi formulată astfel: să se 
găsească în mulțimea soluțiilor sistemului de inecuatii (3.1.1) ce satisfac 
condițiile (3.1.2), o soluție pentru care funcția f ia valoare minimă. 

Inecuaţiile (3.1.1) reprezintă restricțiile problemei, (3.1.2) condițiile de 


nenegativitate, iar f poartă denumirea de funcție obiectiv. 


76 


b) Problema amestecului optim 


Pentru realizarea unui amestec se întrebuințează n tipuri de materii prime 


M;, j=l,n, ce contin m tipuri de substanţe 5;,1=1, m. Dintr-o unitate de 


materie primă M,, trece în amestec o cantitate aj de substanţă de tipul $,. 
Substanța de tipul S,, trebuie să intre în amestec în cantitatea b,. Costurile 
unitare ale materiei prime М, sunt c;. Să se determine cantităţile x j J^Ln de 


materie primă necesare realizării amestecului cu compoziția prescrisă $1 la un cost 
total minim. 
Să scriem modelul matematic al fenomenului economic considerat. 


Cantitatea de substanță S, ce intră în amestec dintr-o cantitate x ; de materie 


primă М, va fi а;х,, iar atunci când se întrebuințează toate materiile prime va fi 
n f 

X ajX;. Aceasta va trebui să fie egală cu b,, pentru a se respecta compoziția 
j=l 


amestecului. Exprimând acest lucru pentru toate tipurile de substanțe S, obținem: 


n — 
Magx;-bj 1-1, т (3.1.5) 
j=l | 

Costul total al materiilor prime necesare realizării amestecului va fi dat de 


functia: 
((5)- Yc x, | (3.1.6) 
j=l 


a cărei valoare trebuie să fie minimă. Ca şi în problema precedentă, din punct de 
vedere matematic ea revine la a găsi în mulțimea soluțiilor sistemului de ecuaţii 
(3.1.4) ce satisfac condiţiile de nenegativitate (3.1.5) o soluţie pentru care funcţia 
obiectiv f ia cea mai mică valoare. Şi acest model constituie un exemplu de 


problemă de programare liniară (restricţiile sunt liniare şi f este o formă liniară). 
c) Folosirea optimă a resurselor 


Într-un proces de producție în care se pot realiza n tipuri de articole 


A;, j=l, n sunt utilizate m tipuri de resurse К,,1:1, m, care sunt limitate de 
cantităţile b;. Pentru producerea unei unități de articol de tipul A; se consumă o 


cantitate a; de resursă de tipul К,. La o unitate de articol A, se obține un profit 


24| 


de c; unități băneşti. Să se determine cantităţile de articole Aj ce urmează a fi 
realizate astfel încât să se obțină un profit maxim. 

“Să notăm cu ES 1-1, cantitățile de articole A, ce urmează a fi 
realizate. Constatăm că pentru producerea unei cantități х, de articol Аве 


consumă din resursa R, cantitatea а,х,. Deoarece cantitatea de resursă К, este 


limitată de b; vom putea scrie: 


x; 20, Ne fs | (3.1.8) 
Profitul total este dat de functia liniarà: 
li 
др, С 
Цю) Уе, (3.1.9) 
care trebuie să ia valoarea maximă. 
ŞI aceasta constituie un exemplu de problemă de programare liniară. 


: d) Problema transporturilor 


Să presupunem că un anumit produs se află în m depozite D;, і = l m, în 
cantitățile a;. Acesta trebuie transportat la n centre С, fiind solicitat în 
cantităţile b;, J 1,0. Transportul unei unităţi de produs de la depozitul Di Да 
„centrul C; costă с, unităţi băneşti. Să se determine cantităţile de produs, pe care 
să le notăm cu x, ce urmează a fi transportate de la depozitele В, la centrele С, 


astfel ca disponibilul să fie epuizat, în fiecare depozit, cererea să fie satisfăcută 


corect, în fiecare centru, iar cheltuielile totale să fie minime. 


Cantitatea de produs transportată de la depozitul D, la cele n centre [va 


fi: 


78 


- n 
Жу 5*2 Ye A, 22:41 298 2X; =a, 
JF 


iar cantitatea de produs transportată de la toate depozitele D, la centrul C, va fi: 


Dacă luăm în considerare toate depozitele şi toate centrele vom avea: 


n ——— 


3 =a i=l, m (3.1.10) 


Xx,-b.ke-bhn (3.1.11) 


Adăugăm condiţiile de nenepativitate: 
5,220. idum; j Sen (3.1.12) 


Costul transportului este dat de functia 


E) Y ep, e xeu җа РДЕ (3.1.13) 


izl j=l 


a cărei valoare se cere a fi minimă. | 


3.1.2 Formularea generală a unei probleme de programare 
liniară — | | 


Se constată că modelele matematice, ataşate unor probleme economice 
prezintă o serie de asemănări, fapt ce permite înglobarea lor într-un model 
general. Să considerăm un sistem care poate contine ecuaţii, inecuatii de un semn 
sau altul, deci de forma: 

ап a, X2 T+. ha X a. bi 
| а, +а,-х, + +a, x S b, 


(3.1.14) 
aha kat, t Sa papi. 
Sau 
Хар, 55, і=1, т (3.1.15) 


unde semnul $ reprezintă semnul =, ori €; ori >, în diferitele condiții (3.1.14). 


Considerăm şi sistemul de condiţii: 


x 20, jzLn (3.1.16) 
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Introducem şi funcţia liniară: 
(min/max)f (x )= Усх, | (3.1.17) 
ja | 


Problema generală а programării liniare о formulăm astfel: să se găsească 
în mulțimea soluţiilor sistemului liniar (3.1.15) ce satisfac condiţiile (3.1.16) o 


soluţie care realizează valoarea minimă sau maximă a funcţiei f. 


3.1.3 Forme ale unei probleme de programare liniară 


a) Forma matriceală 


Dacă introducem matricele 


а 4 а 
a a d 
21 29 2n r 
A= , Xem... “27 
Am а 2 а mn 


b=[b,,b,,...,b QE. sc] 
atunci putem scrie problema de programare liniară sub forma: 
Ax $b | | 
x20 (3.1.18) 
(min/max ) (x )= Cx 
b) Forma vectorială 


Dacá introducem vectorii: 


r T = 
P, T p “8 , ce За, RO E. Ë a at , Ex , Р, Ер 


atunci problema poate fi scrisă sub forma: 


KEFE XP; d. eX, P, SP 


x20 (3.1.19) 
(min/max ¥ (x)= Cx А 


с) Forma canonică 


O problemă de programare liniară este sub formă canonică dacă ea se scrie: 


Ax2b - 
"CON (3.1.20) 


sau 


Ax&€b 
х20 (3.1.21) 


(max Y (x)= Cx 


d) Forma standard 


Ax=b хаха, ах P, =P 
x20 sau «x20 (3.1.22) 
(min / max (x )= Сх (min/max ¥ (x)= Cx 


Observație: Orice problemă poate fì adusă la forma standard dacă finem 
seama de următoarele: | — | 

]. Sensul unei inegalităţi se schimbă prin înmulțirea cu -1; 

2. O inecuafie de forma: ax, + ax, +... tax, Sb, poate fi scrisă ca o 
ecuație: aux, F aj X, Fa X, * y; =b, adăugând o nouă variabilă (variabilà 
de compensare), y, 20. 

О inecuafie de forma: адХ, aX, Fit apă, 20, poate fi scrisă ca o 
ecuație de forma ацХ, T+a,X,+..+a, X, у; =b, scăzând o variabilă de 
compensare y; 20. 

3.0 ecuaţie poate Л scrisă ca două inecualii dà semn contrar. | 

4. Problemele їп care se cere max f (x) pot fi reduse la o problemă de 
minim pentru funcția = —f. | | 1 

Având în vedere cele de mai sus noi ne vom ocupa la început de probleme 


aflate sub forma standard cu cerința de minim pentru funcţia obiectiv. 
3.1.4 Multimi convexe 


Fie spaţiul vectorial R' si Mo submulțime a sa M c R^. 
Definitia 3.1.1: Multimea MCR" se numeste mulțime convexă dacă 
(v), x, € M şi VA = [0,1] avem: 
х= Ах, *(I-A),€M (3.1.23) 
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Definiţia 3.1.2: Un vector x€ M se numeşte punct extrem sau vârf al 
mulțimii convexe M, dacă nu există x, şi x, din M, x, £x, si nu există 
Àe (0, 1) astfel încât: 

х= Ах, +(1-А)х,, | (3.1.24) 

Definiţia 3.1.3: Numim combinaţie liniară convexă a vectorilor 


X; € M, 1=1, К o expresie de forma: 


| | 
XX ză quo AX, cu M 20, SĂ =} (6.1.25) 
i=1 


3.1.5 Solutii ale unor probleme de programare liniară 


Fie o problemă de programare liniară aflată sub forma standard. 


Ax= ba 
харӨ== "T us (34126) 
(min) (x)= Єх 
unde: A este o matrice de tipul mxn, X de tipul nxl, b de tipul mxi iar C de 
tipul 1xn. Să presupunem că toate componentele vectorului b sunt pozitive iar 


rangul matricei A este m «n. Din ultima presupunere rezultă | că în matricea A 


există m vectori coloañá liniar independenți. 
Definiţia 3.1.4: Un vector x€ К" ale. cárui componente Xj, j=Ln 
verifică sistemul de restricții şi condiţiile de nenegativitate se ее soluţie 


admisibilă a problemei de programare liniară. 


Mulțimea soluțiilor admisibile o vom nota cu S, . 

Teorema 3.1.1: m» soluțiilor admisibile S, este o тэврэн сопуеха. 

Demonstraţie: Dacă S, =Ø sau S, = lx] demonstratia e banală. Fie X, 
ŞI x, € S, două soluţii admisibile, x, Z х, 

Atunci Ax, =b, x, 20; Ax, =b, x, 20. Să considerăm un vector х de 


forma: 
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"Xm Àx, + (1-2, cu àe [0,1] 

Să arătăm că x € S, . Într-adevăr vom putea scrie: 

Ax = Ax, € (L—2)x, ]- XAx, (L-2)Ax; Ab (1-X)6 b 
şi deci x verifică sistemul de restricții. 

Cum Ae [0, 1], lar X,,X, 20, avem Ах, +(1-А.)х, =х20 şi deci xe S,. 

Definiţia 3.1.5: O soluţie admisibilă care are cel mult m componente strict 
pozitive, iar vectori formaţi cu coloanele matricei A, corespunzătoare acestor 
componente sunt liniar independenți se numeşte soluție admisibilă de bază. 

Dacă soluția admisibilă de bază are exact m componente strict pozitive, 
spunem că ea este nedegenerată, iar dacă are mai puţine, degenerată. | 

Exemplu: Fie БРОВИ Че programare liniară: 

X, +X, +2x,=4 
1Зхү-хүж бх, х, 12 
X; 2 O 42 1,4 | 
(mi n) (x )=2x — Xa -2x, 
În baza definiţiilor (3.1.4) şi (3.1.5) constatăm că: 
X, эй I.I. AT este soluție admisibilă a problemei; 
= [0, 4,0, 16]! este soluție de bază admisibilă nedegeneratà; 

X, = lo, 0,2, ofi. este soluție de bază admisibilă degenerată; 

x,7[,0;1/2, O]! este soluţie admisibilá, dar nu este de bază admisibilă, 
vectorii corespunzători coloanelor întâia şi a treia din matricea A nu Sunt liniar 
independenţi. 

Teorema 3.1.2 Orice soluţie de bază "a x a unei probleme B 
prag amare liniard, este un punct extrem al mulțimii soluţiilor admisibile S, si 
Бай: ос, orice punct extrem al mulțimii soluţiilor admisibile este o soluție de 
bază a problemei de programare. 

Demonstraţie: Să presupunem mai întâi că soluţia de bază admisibilă x nu 


ar fi punct extrem al mulțimii S, . 
"Aceasta înseamnă că există x,, x, € S, diferiți ЛЄ (0, I). astfel cui 


x = Ax, *(1-A)x, (3.1.27) 
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Fără a restrânge generalitatea, putem presupune că primele r componente 


(г< m) ale vectorului x sunt strict pozitive şi deci vectorii P,P,,...,P. sunt 


r 
liniar independenţi. Notánd си Х,, 51 X, i zLn n componentele vectorilor x, si 


X, din (3.1.27) găsim: 


Ах, *(I-A)x,; =0, і=тг+1, п (3.1.28) 
Cum xj, si х, 20 şi Ae (0,1) din (3.1.28) rezultă: 


хи 7X, 20, i=rrl,n (3.1.29) 
Pe de altă parte, din faptul că Х, Siwa. verifică sistemul de restricții (vezi 
8. 1.22)) putem scrie: T | ^ 
X P tX, P, +... + x, P. =P, (3.1.30) 
х Р t XP; +... + XP, SP, 


Cum vectorii P, i-l,r sunt liniar independenți, relaţiile (3.1.30) au loc 


numai dacă х = x,, і =1, г. Am obţinut deci: 


Я = Xp i=l,r 


Xi =X,, =0, і=г+1, п 


51 aşadar X, = X,, Ceea ce contralwe ipoteza ала. a felul го prima parte a 
teoremei este dovedită. Pentru a dovedi partea a doua A teoremei va trebui să 
demonstrăm că x € S, , punct extrem al ei, este soluție de bază admisibilă.. 

Să presupunem că primele s componente ale vectorului x suit pozitive şi că 
vectorii Р,, i -1,8 nu sunt liniar independenți. Această ipoteză din urmă arată că 
există А, і = ls S nu toti nuli astfel incát: 

| ТИКШЕ Ир 0 00 8.130 

Dar x este soluție admisibilă ŞI deci are loc relația: | | 

x,P, + x,P, 4... PX T 8.132) 

Adunând si scăzând din relația (3.1.32) к G. 1.31) înmulțită cu un 

număr O z 0, obținem: ^ " 
[e +A, P, +(x, +ой„ )P, +... +(x, код, Р, = P, 


(x, - 0, Р, + (х, - qÀ, Р, 4.9 (x, =@\, P. - P, (3.1.33) 
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Putem alege a încât: 


x au SAME i i (3.1.34) 


În aceste condiții relaţiile (3.1.34) definesc două soluţii admisibile ale 


problemei. Fie x nu] şi х,(х 2) unde Xi = X, +À, pentru i i=1,s s Sez 


—— 


pentru. i =s+1,n, xj; = X; —0À, pentru 151,8“8/ x, =0 pentru i=s+I n. Se 
observă că: . 


l l | | 
li i NUP ыы | (3.1.35) 


_ 


relație din care rezultă că x nu este punct extrem, aşa cum noi am presupus. 


Aşadar vectorii P,, P,,...,P, sunt liniar independenţi şi cum s nu poate fi mai 


mare decât m rezultă „că x este soluţie de bază admisibilă a problemei de 
programare liniară. - " 

Definiţia 3.1.6::O soluţie admisibilă x se numeşte soluție optimă, dacă 
realizează maximul sau minimul funcţiei obiectiv f. 

Mulțimea soluțiilor optime, o notăm cu S,. 

Observație: Se poate demonstra că S, esteo mulțime convexă. 

Teorema 3.1.3: Dacă problema de programare liniară (3.1.26) are o 
soluție optimă fi nita, atunci există un punct extrem al mulțimii soluţiilor 


admisibile 5, în care pt, obiectiv ia aceeaşi valoare. 
Demonstraţie: Fie Xo O soluţie optimă finită a problemei, deci - 
ded 2 min f (x) (3.1.36) 
Dacá x, este punct extrem al multimii solufiilor admisibile, atunci teorema 
este demonstrată. Sá presupunem că X nu este punct extrem. Atunci în S, 


există puncte extreme х,, i =1,т încât: 


= Ух, ‚си À e [0,1] si 5A, =1 (3.1.37) 
i=l 
În baza relației (3.1.37) şi a liniarității funcției f putem scrie: 


ба) (х Je EA (s) (3.1.38) 
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Să notăm cu x, punctul extrem pentru care f (x, )2 minf (кета 
Dacă în relaţia (3.1.38) în loc de f (x) i SUI punem f(x,) şi având în vedere 


că A, є [0, 1] gásim: 


(x) f(x Аид) (3.139) 


Din (3.1.36) şi (3.1.39) rezultă că f(x, )= f (x,) şi teorema este demonstrată. 


3.2. Metoda simplex şi algoritmul simplex primal 


3.2.1 Principiile metodei simplex 


Din teoremele (3.2.1) si (3.2.2) rezultă faptul că soluţiile: optime ale-unei 
probleme de programare liniará, trebuiesc cáutate printre soluţiile de bază 
admisibile care este o mulțime finită. Metoda simplex elaborată de С.В. Dantzig 
аге avantajul că pe lângă un volum mic de calcule, permite а da răspunsuri la 
toate situaţiile ce se pot ivi. 

Se porneşte de la o soluţie de bază admisibilá oarecare ce este supusă unui 
criteriu de optimalitate. | | 

Dacă acest criteriu nu este satisfăcut se indică procedeul de construcție a 
unei alte soluții de bază admisibile pentru care funcția obiectiv i la o valoare mai 
mică. După un număr finit =Y paşi se ajunge la soluţia optimă, dacă aceasta 
există. În metodă se indică şi situația î în care problema nu are soluție sau nu are 
soluţie finită. 

„Să considerăm problema de programare liniară aflată sub forma standard. 

Ax=b | 

x20 | (3.2.1) 

(min)t(x)- | 
sau 


хр, us SEES SX, P, 


Xi wel (3.2.2) 


(min) (x)= 
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Să presupunem că primele m (m<n) coloane ale matricei A formează 
matricea unitate · de ordinul m. In caz contrar, cu ajutorul transformărilor 
elementare putem realiza acest lucru. Cu presupunerea făcută matricea lărgită a 


sistemului de restricții poate-fi scrisă sub forma: 


800 aAa шээс СЭЛЖ 
&m ^ T 
О 1 иии ыл D; 
B'S | i pi (3.2.3) 
0 0 Эф l Се msi (4 O inn | Bj. 


Vectorii P, P,,..., P, formati cu primele m coloane ale matricei A, fiind 
liniar independenți, formează : bază în R". În acest caz un. vector oarecare 
Р, j= Ln se va exprima in mod unic cu [ioter vectorilor Р, i=l,m sub 
forma: | 


P = OP +а,Р,+..+0 =Y, P (3.2.4) 


O nj P, 


Să notăm cu T a 'vectorul A format cu primele m componente ale 


vectorului C, componente ce corespund coloanelor matricei unitate din A. 


Introducem байн 


` m 


Z i Cub, = Xeo, | (3.2.5) 


Dacă presupunem acum că B. ‚ 1=1,m sunt pozitivi şi dacă avem în vedere 
(3.2.3), deducem că vectorul x de componente Xi =Б. K =b... Ku - D, 


Xaa = ..= X, = 0 este o soluție de bază admisibilă a problemei. 


Foaia 3.22% (сисе ае Шинээ NNUS UE 


Demonstraţie: Fie- x ‚о soluţie admisibilă oarecare de componente 


X; j=l n si X. soluţia de bază admisibilă de componente f,. Dacă avem în 
& + 


vedere (3.2.2) vom putea scrie: 


j ‚ (3.2.6) 
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ЎВР, = P, "175 i 
„Dacă d în (3.2.6) ținem seama de (3.24) avem: 
(Бал) її» © |+ | (3.2.8). 
Având in vedere cá exprimarea unui vector într-o bază este unică, din 
(3.2.7) şi (3.2.8) găsim: — — | | 
В; = DE Quoc (3.2.9) 


ES evaluám diferenta dintre valorile functiei obiectiv pentru cele douá 


soluții considerate. Având în vedere (3.2. 5)8 şi " 2.9) gásim: 


(3.2.10) 


În baza ipotezei că z,—c; <0, ј=1, п şi deoarece x, 20, ]=1,п йїп 

(3.2.10) rezultă că: 
f(x)< f(x), (ve S, hui cra) 

adică x este soluţia optimă a problemei de programare liniară. 

Observaţii: a) În problemele de programare, în care avem cerințe de 
maxim pentru funcția obiectiv, criteriul de optimalitate va fi: z j76j > 0, Mss Ln 

b) Tot din (3.2.1 0) rezultă în căzu) 00 există 7, SE > 0, în problema dé 
minim atunci pot exis ta moo de bază admisibile pentru care fun incfia obiectiv să 
ia o valoare mai mică decât pentru X. 

O nouă soluţie bază se poate obține dacă se înlocuieşte un vector din bază, 


Р, cu un vector P, care nu face parte din bază. Să notăm cu. y, 


(К =1, 2,...,1—1, j,i+1,...,m )componentele noi soluţii de bază y. 


- Teorema 3.2.2: (criteriul de ieşire) Condiţiile necesare pentru î | | yil Uia 


ao eee (nO) (32.12) 


88 


Demonstraţie: In capitolul 2, paragraful 2 am văzut cum se transformă 


coordonatele unui vector x atunci când se schimbă un singur vector din bază. 


Dacă in (2.1.20) înlocuim B, cu y, $i 0; cu f), atunci coordonatele lui y vor fi: 
O3 £0, К=1,2,...,1—1,1+1,...‚ т (347.33) 


Noi dorim ca'soluţia y să fie admisibilă, deci să aibă componente pozitive. 


Pentru aceasta din (3.2.13) rezultă că trebuie să avem: 


В, Во > 0, 8 so. 
sau 
o, 20, b < Br (3.2.14) 
"07 Qi 


si in felul acesta teorema este demonstrată. 


Să vedem acum ce condiţie trebuie să mom oos un vector Р, pentru a 


intra ї in bază î în locul vectorului P, în vederea obținerii unei soluții „mai bune”. 


(Teorema 3:23: (criteriul de пто орог. 


EL 2215 


„ Demonstraţie: Sá evaluăm diferența f (y)— f (X). Vom avea: 


1-1 m 1-1 m 
f(y)- t(x)- су 117 T ZO. - Ec, - cf - Lob, (3.2.16) 


Dacă avem în vedere (3.2.13) relaţia (3.2.16) devine: 


1-1 p. p m В, p, 
(ТР ——-Q [+c + 5 с | a, |--с —-0, 
(y) (х) 2,6. 7 Oy |+ C; 7 > k a, kj ^ 
sau 
r(y)-tG)o боа же P. (3.2.17) 
| | о к=! “эмс ' dy 
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m { 
Dar 2 Cu Ol = Z, $1 deci putem scrie: 


го) гб) 2-6, е) 7 4842-18) 


ij 
Cum 0; >0, В, 20, релеп a а ауеа f(y)-f f(x)«0, va trebui ca z; —c; 20 
si astfel teorema este demónstráti. 
Observaţii: a) Faptul că în criteriul de optimalitate şi în cel de intrare 


apare semnul de egal la diferențele z j €; pot fi nule pentru vectori care nu fac 


parte din bază, ne arată că problema de programare liniară poate avea mai 


multe soluţii optime. 

b) Dacă p, =0, atunci observăm din (3.2.18) că y este soluţie optimă chiar 
dacă 2,-с ;>0. Rezultă că, condiţiile Zj 7C; S0 în criteriile de optimalitate 
reprezintă o condiție suficientă, nu şi necesară. 

c) Tot din (3.2.18) observăm că dacă с $0, D; 20, z,—c , 20, nu este 
posibil să obținem o soluție de bază admisibilă pentru care funcția obiectiv să ia 
0 valoare mai mică decât pentru X. 

Variabila y, poate lua valori oricât de mari. Spunem in acest caz cá 


problema admite optim infinit. 
3.2.2 Etapele algoritmului simplex primal 


Dacă avem in vedere consideratiile din aliniatul 3.2.1 putem pune in 


evidentá etapele algoritmului care ne va conduce la soluția optimă a problemei 


dacă aceasta există. 


I. Se determină o soluție de bază 2222 fie aceasta Х. 


II. Se calculează diferențele 7, m Ј=1, п 


а) dacă z) =c, S07 1x І, п atunci după criteriul de optimalitate, soluţia 
de bază admisibilă X este optimă şi algoritmul se opreşte. 

b) dacă există je: ] pentru саге Z; -c,2 0, „ lar toate componentele 
vectorului P, sunt mai mici sau egale cu zero 48) < 0), atunci problema are optim 


infinit şi algoritmul se opreşte. 
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c) dacă există indici j pentru care 2,-0,20 si nu toți C; S0, atunci 


se trece la etapa urmátoare. 
III. Se aplicá criteriul de intrare, determinánd vectorul Р, care intră în bază 
ca fiind acel vector pentru саге; | 


z; —c; = max (z, —c, ) 


z,-c,20 
IV. Se aplică criteriul de ieşire. Părăseşte baza vectorul P, pentru care: 


— = ya =". 
Oi oV Wo OQ 


V. Se face schimbarea de bază obţinând o nouă soluție de bază admisibilă 
y, pentru care etapele algoritmului se reiau. | | 
“După un număr finit de paşi se găseşte soluția optimă a problemei dacă 
aceasta există. — 
Datele problemei de programare liniară şi elementele ce au intervenit în 


teoremele (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) le sintetizăm într-un tabel. 


Observaţii: a) Valoarea funcției obiectiv pentru soluția х= Р este 
Л, m 7 Д 
f(x)- уер, = СЬР,. 
ix 
b) Diferentele Z; —c; vor fi: 


m 
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Pentru j=1,m avem că, 2; —c, = СР; —c; шср-с,50.. 

c) Dacă soluția nu este optimă (există z ; ^ €; 20), alegem diferenţă z;—c; 
cea mai mare pozitivă, determinând în felul acesta vectorul P; care intră în bază. 
Dacă există mai multe astfel de diferențe, atunci poate intra în bază oricare 
dintre vectorii ce corespund acestora. 

Stabilim dacă pe coloana vectorului P; toate coordonatele 0; sunt mai 


mici sau egale cu zero. Atunci problema admite optim infinit. Consideránd cá pe 


coloana lui P, există şi 0; > 0, vectorul care părăseşte baza se obține făcând 


rapoartele -dintre componentele lui Py şi componentele strict pozitive ale 
vectorului P, determinat anterior. De exemplu dacă y este cel mai mic raport, 
E ' 1 ! О, j 5 

) 


atunci Р, părăseşte baza fiind înlocuit de vectorul Р, Pivotul va fi deci о. Vom 
t xu 


ap 7, mj 


împărți po vectorului P, си Qu apoi эе Cus ЛЭЭ үгэ 
adunăm la: prima linie, a doua, ..., a m-a linie şi vom obține pe coloana lui P, 
toate elementele egale cu zero cu excepfia elementului pivot. Coloana vectorului 
P, se va modifica. | | | 


d) Problema de programare liniará admite soluţie optimă unică ín 


următoarele situaţii: 
2,70, S0, j-lniarz,-c; «0, }=т+1,п 


2,-0,50, j=1,n 


(ЧК =m+l,n, cu z, —c, =0 si a, SO şi vectorii ce corespund diferenţelor 
2,-0,-0 au coordonatele mai mici Sau egal zero (o; < 0). | 

e) Problema de programare liniară admite mai multe solufii optime dacá 
2,-0, «0,1-1,п, (3)k cn орлей ае, 2 0 şi (Э), > 0. 


Exemplu: Să se determine soluţiile optime ale problemei de programare 


liniară: 
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K, ră TI 
2x X4 3x, 210 
X, *2x,220 
x; 20,j=1,3 
(min Y(x)= 3X, —3x, +4x, 
Solutie: | 
Constatám cá problema nu este sub forma standard. O putem aduce la 
această formă cu ajutorul variabilelor de compensare. La prima restricție 


adăugăm variabila y, >0, la a doua =y, Ya 20 iar la a treia —y,, y,20. 


Problema devine: - 


X, +X, Xy, — 60 

2X, t X; *3X,— y, =10 

X5 хау cde 20 

x; 20, y, 20,j-1,3 

(min (x )= 5x, 3х, +4х, 

Se observă cá matricea sistemului de restricţie nu contine decât o coloană a 
matricei unitate şi deci nu putem găsi direct o soluție de bază admisibilă. Putem 
realiza acest lucru utilizând transformările elementare. 

E LO 0 0:60] [-1 0 -2(D 1 0150 
| 
=|2 0,3 0 -) 011 2 1 3"Ф 51090 
! 
“|Өг102:0.00:-(1 60:36 Qoid 05 паела 
] Milut OD us Iki aQ 
| 
=, 102 Qr 051120 
: , | 
-22 -1:0:40)-1:10 
Problema pusă devine: | 
Xi — X; +y; TW; = 40” 
X, + 2x уту ERO 
-2xX,-X,ty,-y, -10 
> 0, y; 20,j213 
(min) (x )= 5x, -3x, +4х, | 


care admite soluţii de bază admisibile x = [0, 20, 0, 40, 10, 0] . 
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Tabelul simplex are forma: | 


ag 
4 


MERE FT 
Р, Р, Р, о 


2 3 O). Q. 
C o Ati & (b 


=5 640 310.50 1.0 189 


In etapa I se constată că nu toate diferențele Z, —€, sunt mai mici sau egale 


cu zero. Cea mai mare diferenţă z j €; se găseşte în dreptul vectorului Q. . Acest 


vector va intra în bază. Pentru a vedea în locul cui intră în bază avem un singur 


raport de considerat şi anume 40/1. Vectorul О, va înlocui vectorul Q,. Făcând 


schimbarea de bază, în etapa a doua se constată că toate diferenţele z; = C sunt 


mai mici sau egale cu zero. 


Soluția optimă a problemei va fi x, =0, х, =60, X, =0, minf ——180. 


Variabilele de compensare nu au mai fost luate in considerare. 


Exemplu: Sá se găsească soluţiile optime ale problemei de programare 


liniară. 
X, Pax WA. FX = 5 
Xi 4X4 t X, X5 =l 


20, ј=1,5 


y 
(min)r(x)- te 2X2 = kx; 


Vectorul x = |0, 0, 0, 5, Ц este o soluţie de bază admisibilă nedegenerată a 


problemei puse. Tabelul simplex are forma: 
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Deoarece componentele vectorului P, care ar trebui să intre în bază sunt 
negative problema admite optim infinit. 
Exemplu: Să se găsească soluţiile optime ale problemei de programare 
liniară. | 
[x, =2ху+ху-2х, =%6 
Xa t хын, +2х, =4 
x, 20, j= 5 
| (тіп) (х) = 2х, –3х, * 4x, 5x, - 2x, 
Observăm că t = [6, 4, 0, 0, of este o soluție de bază admisibilă 


nedegenerată. Tabelul simplex are forma: 
-2-3 4 -5 -2 
Cp 
Р, Р» Р» Р, Р, 
ај Ed 0 0 -3 0 O|Etapal 


N ыг 
5108 
БЕЛА 0 300 wem 


0 1/2 1/72 1/2 1 


== 0 -3 0 0 |Etapa III 
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În prima etapă a am găsit soluția optimă X, = [6, 4, 0, 0, of cu min f =-2 
Se observă că 7,-с, =0, 7,-0,5-0 s vectorii Р, si Р, nu fac parte din bază. 
S-a continuat algoritmii prin introducerea 3 în bază a vectorului P, în locul vec- 
torului P,, obținându-se soluţia Xi = [- 2,0,0, 4, of, evident cu min f = —24. În 
această etapă se constată că ! эт -0 şi Z, =c; =0. S-a continuat algoritmul 
си introducerea în bază a vectorului Р; în locul lui: P, $i am obtinut solutia 


X, = [10, 0,0,0, 2]. Algoritmul se opreşte deoarece vectorii care ar trebui să 


intre în bază au mai fost. Ştim că mulțimea soluţiilor optime este convexă. 


4 Б: ... ^ 3 i D 
Rezultă cá vectorul: x = Ax, 25x, +A, А, € [0,1] SA. = Leste de asemenea 
izl 


soluție optimă a problemei. Rezultă că soluţia optimă generală va fi: ' 
x = [49 263 410,43,,0,43,,2-23,-23.Г, АА, A, € 0,1], À FĂ PA, =] 


Constatăm cá x nu mai este o soluţie de bază admisibilă ci doar admisibilă. 
3.2.3 Metoda celor două faze 


Dacă matricea sistemului de restricții conţine m coloane ale matricei unitate 
de ordinul m, iar termenii liberi sunt pozitivi ede aw pune în evidență o 
soluţie de bază admisibilă care a fost notată de noi си X. ` 

În practică de cele mai multe ori problema nu se prezintă sub această 
formă. Se pot utiliza desigur transformările elementare dar trebuie să fim tot 
timpul atenți la faptul ca termenii liberi să fie pozitivi. 

Vom indica o metodă mai lesne de aplicat în practică şi anume, metoda 
celor două faze. 

Să presupunem că problema de programare este sub formă standard (3.2.1) 
şi că matricea A a sa nu conţine nici o coloană a matricei unitate. Vom adăuga la 


fiecare restricţie câte o variabilă pe care o vom numi variabilă artificială. Cum 
avem т restricții vom adăuga m variabile nenegative x?,k 2 nl, n4 m. 


Formulám acum o nouă problemă de programare liniară: 
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Ах-1 x? -b 


X20, x*»0 (3.2.19) 


nem 
(minjg(x*)- Sx; 
k=n+] 

Aici L, este matricea unitate de ordinul m iar x* vectorul variabilelor 
artificiale. Orice soluţie admisibilă a problemei (3.2.19) în care variabilele 
artificiale sunt nule devine 'după înlăturarea acestora o soluție admisibilă a 
problemei (3.2.1). 

Metoda celor două faze constă în: 

Faza întâi: Se caută soluția optimă a problemei (3.2.19). Pentru ea 
dispunem de o bazá si cum termenii liberi ai sistemului de restricții sunt 
nenegativi, gásim o soluție de bază admisibilă. Aplicând problemei (3.2.19) 
algoritmul simplex primal ajungem, la situaţiile: 

a) min glx’ PE О si nici un vector corespunzător variabilelor artificiale nu 

în bază; 

b) min g(x’ ЭР O şi în bază se găsesc şi vectori corespunzători variabilelor 
artificiale. 

c) min g(x*)« 0. 

Faza a doua: Ín iil a) soluția optimă a problemei (3.2.19) reprezintă o 
soluţie de bază nedegeneratà pentru problema iniţială. Se iau în considerare 
elementele legate de problenià inițială (vectorul С) si se aplică algoritmul 
simplex primal in vederea găsirii soluţiei optime (din tabel vor fi eliminate datele 
ce se refer la variabilele artificiale). Situaţia b) conduce la o soluţie de bază 
degenerată. Se introduc elementele legate de problema inițială însă nu se vor 
elimina datele ce sunt legate de variabilele artificiale, cu vectorii corespunzători 
rămaşi în bază şi se aplică în continuare algoritmul simplex primal. Dacă avem 


cea de a treia situaţie atunci problema inițială nu admite soluţii. 
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Exemplu: Să se găsească soluțiile optime ale problemei de programare 
liniară. 
X OX, 2x53 
SX FIR k X. =4/ 
|; 20, 853 | 
(min Y (х )23x,- -4x, b 
Se constatá cá matricea sistemului de restricții nu contine nici o coloană a 
matricei unitate si atunci în primă fază vom rezolva problema. 
K, + 3x, чийг = 3 
Эх, -H3X,* EX, 4x$.84 
x; 20, ј=1,3, xA. 20 
(min)g(x* = bec At hi 
O soluție de bază | admisibilă pentru această problemă este 
x =10,0,0, 3,4] 


Tabelul simplex se prezintă sub forma: 


1/3 1 2⁄3 1⁄3 0 


| l 
сана 0 бац T 
IEEE 
| cm 5/6| 01 зэх 102 206 
mis L 0-2 Ap 102 . 
Fen 3 


Am găsit soluția optimă x = [1/ 2; 5/ 6,0,0, of şi deci soluția de bază 


pentru problema inițială va fi x = [1/2, 5/6, O]. Problema inițială devine: 
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X, (цз = 5/6 


x; 20, ј=1,3 


(min (x )= 3x, — 4x, *2x, 


Tabelul simplex are forma: 


-4 | 5/6 
3 | 1⁄2 | | 
9-9 us 0::0--4176 


Soluţia optimă a problemei este х = [1/2, 5/6, О], mint 2-11/6. 


3.2.4 Convergenta algoritmului simplex primal 


Pentru o problemă de programare liniară în aplicarea algoritmului simplex 
primal, constatăm ca valoarea funcţiei obiectiv scade (în probleme de minim) de 
la o etapă la alta şi după un număr finit de paşi găsim soluția optimă a ei dacă 
aceasta există. În această situaţie spunem că algoritmul simplex primal este 
convergent. Dacă valoarea funcției obiectiv rămâne aceeaşi după câteva iterații 
succesive, este posibil să găsim o soluție de bază admisibilă care a mai fost | 
considerată. În această situație procesul poate continua fără a ne conduce la 
soluţia optimă cu toate că aceasta există. | 

Spunem cá avem un fenomen de ciclaj care poate să apară când intervin 
soluții de bază admisibile degenerate. Acestea din urmă apar când în aplicarea 
criteriului de ieşire nu găsim un raport minim unic. În adevăr, dacă: 


| „б ін kd b A 


atunci eliminánd din bazá de exemplu vectorul P, , in noua soluţie componentele 


fi и evi i iclaj se 
Xu X. vor fi egale cu zero. Pentru evitarea fenomenului de c aj 


99 


procedează astfel: în locul vectorului P,, în criteriul de ieşire se iau vectorii. Р, 


începând cu vectorii bazei până se obține un raport minim unic. 
Exemplu: Să se găsească soluţiile optime ale problemei de programare 

liniară: 

Xit RTR + 2х, =4 

X, +3X, +X, =6 

X, +4xX,—x,—4x,=8 

x 20, jzL6 | 

(min) (x )= —2x, 35 id ex od Т 10x, 


O soluţie de bază admisibilă este ха H 6, 8, 0,0, mi 


Tabelul simplex are forma: 


Lr 0 -1⁄4 —MA6 0 —7516 0 


În prima etapă intră in bază vectorul P,. Aplicând criteriul de ieşire ganm 


toate rapoartele egale. Luăm acum în locul lui P, vectorul P ŞI găsim două 


rapoarte egale. Cu den vectorului P, gásim un singur raport si deci páráseste 
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baza vectorului P, acesta fiind înlocuit de vectorul P,. În cea de a doua etapă la 
aplicarea criteriului de ieşire găsim două rapoarte egale. Luând în locul lui P, 
vectorul P, găsim un singur raport ce indică faptul că vectorul P, va intra în bază 


în locul lui P,. Soluţia problemei este x = [0, 0, 0, 2, 0, of, min f —10. 


3.3 Dualitatea in programarea liniará 


3.3.1 Probleme duale simetrice 


Un loc important în programarea liniară il ocupă dualitatea. Aceasta 
permite găsirea şi a altor metode de optimizare. Să considerăm o problemă de 
programare liniară aflată sub formă standard sau sub formă canonică: 

Ax=b 
x20 (3.3.1) 
(min)f(x)- 
Ax>b 
x20 (3.3.2) 
(min) (x)= 
(Ax&b 
xz0 | (3.3.3) 
(max (x )= 
Reamintim că A este o matrice de tipul mxn (m< n), x un vector coloană 
cu n componente, b un vector coloană cu m componente, iar C un vector linie cu 
| n componente. 

Problemele (3.3.1), (3.3.2), (3.3.3) le vom numi probleme primale. 

Definitia 3.3.1: Restrictiile de forma ,,>” într-o problemă de minim şi de 
forma „&” într- -o problemă de maxim se vor numi restricții concordante. 

Definiţia 3.3.2: Vom numi problemă duală o problemă de programare 
liniară care se obține din cea primală după următoarele reguli: 

M. termenii liberi din restrictiile prone primale devin garoreng 


e ti obiectiv ai problemei duale, 
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2. coeficienţii funcției obiectiv din problema primală devin termenii liberi 
ai restricțiilor problemei duale, — | ? 
3. transpusa matricei sistemului de 1 restricții a probleme) primale devine 
matricea sistemului de restricții a problemei duale, | 
4. o problemá de minim (maxim) se transformă într-o problemă de maxim 
(minim), 
5. variabilelor nenegative din problema primală le corespund în problema 
duală restricții concordante, 
6. variabilelor nepozitive din problema primală le corespund în problema 
duală restricții neconcordante, | 
7. variabilelor oarecare din problema primalá le corespund în problema 
duală restricţii sub formă de egalitàti, 
8. restricţiilor concordante din problema primală le corespund în problema 
dualá variabile nenegative, 
9. restricţiilor sub formá de egalitáti în problema primală le corespund in 
problema duală variabile oarecare. 
După aceste reguli, dualele problemelor (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3) vor fi: 
A'wxCT 
W Oarecare (3.3.4) 


(max (м)- b'w 


A wac’ 
М2 0?! S 19.305) 
(max)e(w)- 
WAWIE EF 
w20 - (3.3.6) 


(min)e(w)= b'w 
Aici, w este un vector coloană cu m componente, MAET А" „CT, 


b”, reprezentând transpusele matricelor A, C, b. Se constată că ME problemei 
duale este problema primală. Perechea de probleme (3.3.1), (3. 3.4) le vom numi 
probleme duale nesimetrice, iar celelalte REC спав simetrice. Ne vom opri 


asupra problemelor duale simetrice. 


102 


3.3.2 Teoremele dualității. ` 


Să considerăm perechea de probleme duale simetrice: 


Ax<b, 

х20 | 387) 
(max (x )= Cx 
A'w>C! 

w 20 (3.3.8) 


(min)e(w)- b'w 
Lema 3.3.1: Dacá X si W sunt soluţii admisibile ale problemelor (3.3.7) si 
(3.3.8), atunci. ` | 
Cx €b'w sau f(X)< s(%) (3.3.9) 
. Demonstraţie: Considerăm relaţia АХ € b, pe care o inmultim la stánga cu 
W' Z0 si obţinem: 
| W'(Ax)s wb (3.3.10) 
care mai poate fi scrisá sub forma 
x (Ат) < (3.3.11) 
Dar АТУ >С" şi atunci din (3.3.11) găsim 
X E b'w sau сх € b'w sau f(x)« g(w) (3.3.12) 
Lema 3.3.2: Dacá x şi ç sunt soluţii admisibile ale problemelor (3.3.7), 
(3.3.8) şi Сх =b'wW, atunci ele sunt soluţii optime ale problemelor considerate. 
Demonstraţie: Presupunem că X nu ar fi soluţie optimă a problemei 
(3.3.7). Există atunci o soluţie admisibilă X astfel încât CX »cx = Бу adică 
CX >b'W, fapt care contrazice lema 3.3.1. Aşadar x este soluţie optimă a 
problemei (3.3.8). 
Lema 3.3.3: Dacă una dintre problemele (3.3.7) şi (3.3.8) are funcţia 
obiectiv nemărginită, atunci cealaltă nu are soluţii admisibile. 
“Demonstraţie: Presupunem cá problema (3.3.7) are funcția obiectiv 
nemărginită superior pe mulţimea soluțiilor admisibile şi că problema (3.3.8) ar 
avea soluție admisibilă w. Cum funcția obiectiv a problemei (3.3.7) este 


Эьея” .... 5 „зы n Liz Ye. a AA ч I— г, 7 
nemarginitá superior, există o soluție admisibilă x astfel încât Cx 2 w, fapt 
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care contrazice lema 3.3.1. O demonstrație analoagă se efectuează în cazul în care 
funcţia g ar fi nemărginită inferior. Cu ajutorul acestor leme poate fi demonstratá 
teorema următoare: 548 | | 

Teorema 3.3.1: Pentru orice cuplu de probleme (primală, duală) este 


posibilă una şi numai una din situațiile: 


a)ambele probleme au soluții optime pentru care valorile funcţiilor 


Obiectiv coincid; 


| 


b) dacă una din probleme are optim infinit, atunci cealaltă nu are soluții 


admisibile; 
с) nici una dintre probleme nu are soluţii. 
Teorema 3.3.2: Condifia necesará şi suficientá ca soluţiile admisibile X si 
W sa fie soluţii optime ale problemelor (3.3.7) respectiv (3.3.8) este ca: 
w'(b-Ax)=0, (w'A-Ck-0. (3.3.13.) 
Demonstraţie: Să arătăm suficiența. Dacă adunăm relațiile (3.3.13) găsim: 
то (тА) + (TA Сх =0 
de unde rezultă w b = Cx sau b'w = СХ si, conform lemei 3.3.2, X respectiv 
w sunt solutii optime ale problemelor considerate. Să arătăm acum necesitatea. 
Fie x şi w soluţii optime ale ой атар considerate. Atunci b'w = CX şi deci 
vom putea scrie: UE | 
Б Сх (wA - (s AK =0 
sau | | 
(bax) (TA -chk=0 (3.3.14) 
Dacă ținem cont à acum 1 de (3.3.7) $ şi (3. 3. б), din(3.3.14) rezultă cu necesitate 


relaţiile (3.3.23). 


3.3.3 Rezolvarea simultană a problemelor primală şi duală cu 
ajutorul algoritmului simplex supa 


Fie problema primală sub ОМ (3.3. 7) ŞI КҮК ei (3. 3.8). Sá aucem cu 
ajutorul variabilelor de compensare problema (3.3.7) la V standard. Matricea 


Aa sistemului de restricţii devine: 
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A 1862 2604 Rn ӨЛҮР 9 . 0 


а, 854 ... Дол ... а, 


А = ё! (3.3.15) 


a 


ml 


8.22. 31. ERA ZO. t 


mn 


Să considerăm că problema primalà (3.3.7) are solupta opumă x. Matricea 


sistemului de restricții corespunzătoare ultimei etape de aplicare a algoritmului 


simplex o notăm cu A 51 presupunem că este de forma: 


1.0 1-0 “m. Oi, Олы e inem 
Lu Q | US 0 ТЕ Б-ДУ Xan Kina] = анн (2.3.16) 
0 0 age l Q nmki "s QC on Cs mei £ On im 


Pentru a avea forma de mai sus s-a presupus cà în ultima etapă 


a 


algoritmului simplex primal în bază sunt vectorii Р, Fs, 


Să notăm cu A, matricea formată cu primele m coloane ale matricei A. 
Constatăm că: 
ASAA (3.3.17) 
P = ATP, = т (3.3.18) 
unde cu Р, am notat vectorii corespunzători coloanelor matricei A, iar cu Р, cei 
corespunzători coloanelor matricei A. 
Din faptul că х este soluție optimă a problemei (3.3.7) (problemă de 
maxim pentru funcţia obiectiv), rezultă: 
Z —c 20, j=l.n+m | (3.3.19) 


J 


sau 


C P. 7c; 20. jzl nm (3.3.20) 


Având în vedere că c; =0 pentru = пъп m. din (3.3.20) rezultă: 


— —M MÀ M —P 


СЫР, 20, j=n+l,n+m (3.3.21) 


sau utilizând relaţia (3.3.18) rezultà 


CAP 20. }=п+п+т (3.8.22) 


Dacá avem in vedere (3.3. 18), relatiile (3.3.20) devin: 
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Să notăm cu w' transpusul vectorului coloană w cu m componente 
determinat de: | 

мла. АГ (3.3.24) 

Relațiile (3.3. 23); şi 12 3 32) dacă tinem seama y^ (3. S: 24) n pot й scrise рар 


forma 


obținând în felul acesta Cà W.este ДЫ admisibilà a problemei ak (3.3.8). In 
acelaşi timp observăm că. | | 
f(x)» C,P, = C,A; b» w'b-b'w = g(w) (3.3.26) 

de unde rezultă că vectorul w” = C,A;' este chiar soluția optimă a problemei 
duale (3.3.8). 

Componentele soluției optime ale problemei duale se găsesc pe ultima linie 
a tabelului simplex (linia diferenţelor z; —cj) pentru problema primală in dreptul 
vectorilor corespunzători variabilelor de compensare (după (3.3. 22). 

Exemplu: Fie problema primală: 


(х Pax Y X, E s 


(max (3 )= 12x + 8x; + 10x; 
Duala ei va fi: 
W, + Ww,2]2 
3w,*2w,28 
Wu 2W 2 10 
Wr, iw, 20 
(min )e(w)= Зм, tW, 
Cu ajutorul variabilelor de ОРУ и restricțiile cati 


primale la egalități, acestea devenind: 
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Xi HIX EXP y m3 
X, 2x, -2x, y, =] 
х,20, jzL 3, y, y, 20 
(max ¥ (x)= 12x Bx, + 10x 
Tabelul simplex pentru problema primală care este cu cerința de maxim 


pentru funcţia obiectiv este de forma: 


10] 2/3. 
7/3 
ТИН 104/3| 0 -82/3 0 34/3 2/3 


Soluţia problemei primale este x, =7/3, X, =Ü, x, =2/3, maxf 2104/3. 


Pe: ultima linie а tabelului simplex citim direct soluţia problemei duale 
w, =34/3, W. =2/3, ming 2104/3. Dacă am fi încercat direct să găsim 
soluţia problemei duale ám fi avut mult mai mult de lucru. 

Dacá am fi aplicat algoritmul simplex primal, dupá ce am fi transformat 
cerinta din maxim în minim pentru funcţia obiectiv, atunci găseam pe ultima linie 


a tabelului variabilele w,, w cu semn schimbat. 
3.3.4 Algoritmul simplex dual 


Acesta constituie un nou procedeu de găsire a soluţiilor optime pentru o 
problemă de programare liniară. Algoritmul are la bază elementele legate de 


dualitatea în programarea liniară. 
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Definiţia 3.3.3: Un vector x se numeşte soluție de bază dual admisibilă a 
problemei: 
Ax-b 
x20 6 19.3.27) 
(min)t(x)- Cx 
dacă este soluţia de bază a sistemului de restricţii iar diferenţele Zz; —c; SO, j=l,n. 


Este evident faptul că dacă x 20, atunci el reprezintă solutia optimà de 
bază a problemei. În acest algoritm se iau în considerare soluţiile de bază dual 
admisibile, trecând în fiecare etapă, dacă este posibil de la o soluţie la alta pentru 
care funcţia obiectiv ia o valoare mai mare, Să vedem cum putem recunoaşte o 
soluție de bază dual admisibilă. | 

Observaţie: Presupunem că primele m coloane ale matricei A, formează o 


matrice unitate de ordinul m, adică sistemul de restricţii se prezintă sub forma: 
n `, T Е | 
x, PE O x, Ag 4) 1 11 m! | (3.3.28) 
k=m+l t 
Să presupunem apoi cá în funcția obiectiv пи intervin variabilele 
Х,, i-l,m iar restul intervin cu coeficienți nenegativi. 


Funcția obiectiv se va scrie: 


Эх) F сір! (3.3.29) 
- kzmel ; 
Se constată că: 
2, cT > CP сой и} EA] m (3.3.30) 
Vectorul x de componente x, D, x, = ,,..., Xm 20, Xma =0,...,х 20 


va reprezenta pentru problemă o soluţie de bază dual admisibilă. 

Vom prezenta etapele algoritmului: 

I. Se determină o soluţie de bază dual admisibilă, fie aceasta x (P. “ 

II. Se aplică criteriul de optimalitate. Dacă toate ЙО ЕНЕР soluției de 
bază dual admisibilă sunt pozitive atunci ea este soluția optimă a problemei. Dacă 


nu, se trece la etapa următoare. 


Ш. Se aplică criteriul de ieşire. Părăseşte baza vectorul P, pentru care: 


х, min) «02 | (3331) 
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şi se stabileşte dacă о 20, j= l, п. Dacă este aşa problema nu admite soluţii. În 
cazul când există &,; «0 se continuă algoritmul. 

IV. Se aplică criteriul de intrare. Va intra în bază în locul vectorului 7 
vectorul P, pentru care: 


„бы fm Сы. (33.32) 
Q3 m Gu 


e Se face schimbarea de bază obținându-se o nouă soluţie de bază dual 
admisibilă, pentru care etapele algoritmului se reiau. 
„Exemplu: Să se determine soluţiile optime ale problemei: 
Xi +X, =X; FZXx; =] 
ХХХ, MEX S 7k. 
x 20, j=l, 1,5 
(min (s )=2х,+х Ж, 


О soluţie de bază dual admisibilă este x z[-1, - 2, 0,0,0]. Tabelul 


simplex are forma: 


Soluția problemei este x —[0,0,3,4,0]', mint 210. Їп prima etapă se 


constată că soluția de bază dual admisibilă considerată nu este optimă. Părăseşte 
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baza vectorul P, care corespunde componentei negative celei mai mici a vectorului - 


A Я . 1: нас 
P, . Acest vector va fi înlocuit de vectorul Р, deoarece dintre rapoartele Zn 260 cu 
Q4, 


Z, C. 12 
ET [Y 


O4, SO cel mai mic este 


In etapa a II-a părăseşte baza vectorul P, fiind înlocuit cu vectorul P,, fapt 


ce duce la găsirea soluţiei optime a problemei puse. 
3.3.5 Modificări de date într-o, problemă de programare liniară 


În practică după găsirea soluţiei optime a“ problemei puse este posibil ca 
anumite date să se modifice. 

Aceste modificări pot privi: 

a) termenii liberi ai sistemului de restricții; 

b) vectorii P; formati cu coloanele matricei sistemului de restricții; 

с) coeficienții funcției obiectiv: 

d) restricţiile. 

Vom pune în evidenţă modalități си ajutorul cărora vom găsi soluțiile 
optime fără a fi reluată problema de la început. 

Dacă Р, sunt vectorii matricei Sistemului de restricții din prima etapă de 
aplicare a algoritmului simplex primal şi r din ultima etapă atunci când s-a găsit | 
soluția optimă am văzut că: ` 

Pi = App | (3.3.33) 

Matricea Aj! se găseşte in ultima etapă, coloanele. ei fiind cele care 
corespund vectorilor ce au intrat in bază in prima etapă de aplicare a algoritmului 
simplex primal. h i | 

Cazul a) Dacă în loc de P, avem P; atunci după (3.3.33) în ultima am fi 
gásit: | 

P, = AT Р, 
Diferenţele Z; =C; vor rămâne aceleaşi si dacă componentele lui P^ sunt 


ozitive atunci P’ este soluția optimă a broblemei. In cazul în care P^ are ȘI 
0 ( | 


0 
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componente strict negative se aplică algoritmul simplex. dual până se găseşte 
soluția optimă. 


Cazul b) Când se modifică un vector P, acesta va deveni după (3.3.33) un 
vector Р, care va influența doar diferența z j 7 €. Dacă aceasta rămâne negativă 


atunci soluția optimă a problemei iniţiale rămâne aceeaşi, iar dacă devine mai 
mare sau egală cu zero se continuă aplicarea algoritmului simplex primal până se 
găseşte soluția optimă. 

Cazul c) Dacă se modifică coeficienţii funcţiei obiectiv atunci se pot 


modifica diferențele Z;—C;. Soluţia problemei inițiale rămâne aceeaşi când 


aceste diferențe rămân negative. În caz contrar se continuă aplicarea algoritmului 
simplex primal până se găseşte soluția optimă. 
Cazul d) În acest caz deosebim două situaţii: 

І. noua restricție nu contine variabile corespünzátoare vectorilor care sunt 
în bază în etapa finală. În acest caz noua restricție se adaugă direct la cele din 
ultima etapă a algoritmului simplex primal. | 

Ё noua restricție conţine şi variabile corespunzătoare vectorilor care sunt în 
bază, În acest caz restrictia va fi adăugată după ce prin transformări elementare au 
fost eliminate din aceasta variabilele în cauză $1 se va folosi în continuare 
algoritmul simplex primal sau dual după caz. 

Exemplu: Fie problema de programare liniară: 

X, 72X, + X, Әб 

De XS F x, *2x, =4 
x 20, j= 1,5 
(min Jf (x)= -2X( 3x, + 4x, —5x,- 2x, 
a) Sá se determine soluţia optimă a problemei; 
b) Sá se determine solutia problemei cánd: 
bi) vectorul P, devine Р/ = [3,2] ; 
b2) vectorul P, devine Р; = [- 6, 2] ; 
bs) vectorul C devine С = [1,2,3, - 5, - 2]; 
b4) se adaugă restrictia x, — LX. ră S 5; 


bs) se adaugă restricția x, + x, 3x, +x, € -2. 


lli 


Solutie: a) O soluție de bază admisibilă este х = [6, 4, 0, 0, 0] . Tabelul 


“simplex ce indică soluţia optimă este: 


-3 0 0 Erpa lli - 
' Am găsit soluţii optime x, = 10, 0, 0, 0, 2] si. Ху = [2. 0,0, 4; 0]. Forma 


generală a soluției optime este ‘х = ÀX, FA), = [2 +84,0,0,4—44, RT 


Ae [0,1], mint 254. 


Au! 
bi) Dacă vectorul Р, se inlocuieste cu P; i; ^| atunci cum АГ 4 i 


зуй ЕКЗ l 3 | | тє | “її 
găsim Р, 4 ЧЕ], adică о soluție optimă este x, 4 0; 0,2,0[. 


а 


Ne-am referit la etapa а treia. Dacă ne referim la etapa a doua atunci 
t T [5] H meraya | 
A; = şi deci B, = ТО | obținând о altă soluţie optimă 
0 4/3 O TCR ИЧ | 
= [5, 0,0,0, IF . Forma generală a soluţiei este: 


х-15-43,0,0,23,1-3| ео, mint == 


р») Să ne referim la etapa a doua. Dacă vectorul Р, se modifică vom avea: 


pius 1 l| -6| jean 
Cic Wa Oa 24 Y 


În acest caz tabelul simplex devine: 


0 1/2 L 1⁄2 1] 


Soluţia optimă este x = [18, 0, 4, 0, " min f = —28. Dacă ne refeream la 
secțiunea a treia obtineam acelaşi lucru. 


bj) Avem în vedere ultima etapă a tabelului de la punctul a). Tabelul 


| NAE 5 -2 
С» 

| — 

бат" 2494 

fre 1 


. А r . + ... - A . ` . w 
Soluția x = [2, 0, 0, 4, 0] a problemei inițiale rămâne optimă chiar dacă 


simplex va fi: 


s-au schimbat coeficienții funcției obiectiv. 
b4) Sistemul de restricții a problemei corespunzătoare ultimei etape a 
algoritmului de la punctul a) la care se adaugă noua restricție este: 
хз, 3x. a A 2 X,7X,-3X,—-4x, 22 
Xat X, X, 2x,-—4:5saU 4X, +X, X,42x, =4 
Eliminând variabila x, din ultima restricție (din ultima restricţie a fost 


scăzută a doua) sistemul devine: 
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К MES 
Хул Хэллэг Хаан 
7 CAT TY ZT 
а mD | 


Tabelul simplex se prezintă sub forma: ` 


Forma generalá a solutiei esté x = 10-и, 0, 0, 4L, 1- 211, Le [0, 1]. 
bs) Sistemul de restricții a problemei. corespunzătoare ultimei etape a 
algoritmului de la punctul a) la care se adaugă noua restricţie este: 
Хү-х,= 3х, -4x; -2 
X, X, tX,42x,-24 
[SX ЗХ kX +X 02 
Din ultima scădem suma primelor două şi obținem: 
Хр X4: 3Xy74X, 2:2 
ХХХ, +2Х;= 4 


. |x; X, T2X; +X жээ 


Obtinem pentru problemă o soluţie dual admisibilă х = Р, 0. 0,4, 0, - 8] 
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Tabelul simplex utilizând algoritmul simplex dual are forma: 


-4 0 0 -10 -3 


Problema nu admite solutii deoarece pe linia vectorului P, care ar trebui sà 


părăsească baza nu avem şi elemente strict negative. 


3.4 Problema transporturilor 


. .. Modelul matematic al unei probleme de transport echilibrată a fost prezen- 
tat în capitolul 3, paragraful l. | 

Datele problemei de илеш cantitățile disponibile ai, 20 cele m azi 

Di, cererile b; ale celor n centre Cj precum si costurile unitare de tr mopon cj le le | 


pr рш într-un tabel de forma: 


D, di 
D; 42 
D; di 
t 
Dy dm 
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Din punct de vedere matematic problema constă în a găsi valorile x; în 


număr de m n astfel ca: 


= Ж | (3.4.1) 


Teorema 3.5.1: Problema de transport де ată (3. 5 Г.) admite cel puţin 
o soluţie admisibilă, iar o soluție de bază admisibilă are bel тий m+n-l 


componente diferite de Zero. 


а,б, 
Demonstraţie: Cum Sa, -i5 559, cotidiana х, psi avem: 
i=] 


n n а, | ai a. Ba. 
Х.2У--1- b, =—S=a, ,i=1, 

š > 2 5 să "S ` 

m mab, бм bi. = 
x. = »——--—tYyYa =— =b ,jzl 

у уйы ЫГЫ 


şi cum. Х, » 0, ajungem la concluzia că Х(х„) verifică sistemul de restricții 51 
condiţiile nenegativitate, deci este solutia admisibilà a problemei de transport 
considerată. Putem observa că din cele m+n ecuații doar- m+n- -1 sunt 
independente. Este suficient pentru aceasta, de exemplu, din suma primelor m 
restricții, să scădem suma următoarelor n —1 şi vom obține ultima restricție. Pe 
de altă parte ştim că numărul componentelor nenule ale unei soluţii de bază 
admisibile este cel mult egal cu numărul restricțiilor independente şi în felul 


acesta teorema este demonstrată. 


3.4.1 Soluţii de bază admisibile pentru o problemă de transport 


Vom pune în evidență două metode prin care putem găsi soluţii de bază 
admisibile a unei probleme de transport. 
a) Metoda diagonalei. Se începe cu determinarea componentei corespun- 


zătoare cásutei din stânga sus a tabelului deci x,,. 
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Vom lua x,, = min(a,,b,) şi vom atribui valoarea zero tuturor variabilelor 


de pe aceiaşi linie sau coloană cu x,, în funcţie de următoarele situații: 


— 


- dacă a, <b,, vom lua x, =a,, Xj =0, j=2,n 


—— 


- dacă a, > b,, vom lua x 2 b,, xu 20, i22, m 

— dacă a, = b, , vom lua x, =a; =b,,iar x, sau X4,70, 
şi restul componentelor de pe linia şi coloana lui x, egale cu zero. În ultima 
situație obținem, soluţii degenerate. Se modifică apoi a, şi b,, înlocuindu-le cu 
a, =, respectiv b, — x,,. Procedeul se repetă pentru restul componentelor care 
formează un tabel cu m-1 linii şi n coloane sau m linii şi n—1 coloane sau 
m-1 linii şi n—1 coloane, după cum au loc situaţiile de mai sus. Pentru a nu 
confunda componentele nule ale soluţiei, care sunt componente bazice, cu 
componentele nebazice, cásutele corespunzătoare acestora rămân libere (nu 
scriem zero în ele). | 

b) Metoda costului minim din tabel. În această metodă se iau în 
considerare costurile cj. Se va determina mai întâi componenta x,, pentru care 
Сү, = тіпс;. Se consideră x, = min(a,,b,), în rest procedând ca în metoda 
diagonalei. Ordinea atribuirii este cea crescătoare a costurilor unitare. 


Exemplu: Utilizând metoda diagonalei, să se determine o soluție de bază 


admisibilă pentru problema de transport: 


Gu Si C C, 
D, an" Заа 5,0 
D> ?lis. 10, 5,0 
D; 10,0 
0 5 0 10 
0 0 i 


Iteratia 1: Luám x,, = min(20,15)=15 si х, = x4, = 0. 
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Modificăm pe a, şi b, ei devenind 5, respectiv 0:- 

Iteratia 2: Luăm x,, = min(5,10) = 5 si X ХОР 0: 

Moditicăm pe a, şi b, ei devenind 0, respectiv:5. 

Iteratia 3: Luăm x+, = min(5,10) 7 9.8i-X 0i 

Modificám pe,a, si b, ei devenind 10; respectiv 0. 

Iteratia 4: iris Xa 7 min(10,3) 25 şi xj mx, 0. 

Modificám pe a, si Б, 0 devenind 5; respectiv 0. 

Iteratia S: Luăm x,, = min(5,10)=5. Modificám pe a, şi b, ei devenind 
0, respectiv 10. 

É Iteratia 6: Luăm хы = min(10,10) = 10; Obtinei in felul acesta O soluţie 

de bază admisibilă nedegenerată evidenţiată în tabel pentri c care valoarea funcției. 
obiective este 95. 


Exemplu: Să deteaminitm acum o soluție de bază prin metoda costului 
minim din tabel. Când sunt mai multe costuri minime egale determinăm 
componente ce cor espunde oricărui cost minim. Soluţia este prezentată în tabelul 


Сш Өм Oum, 


1$2—10,.— H 


Ordinea determinárii componentelor Ee он хий Xa. Xu X Xu. 


Valoarea funcției obiectiv pentru soluţia considerată este 105 u.b. 


3.4.2 Soluţii optime pentru o problemă de transport 


Să considerăm că am determinat o soluţie de bază admisibilă nedegenerată 


a problemei fie x(x i). Pornind de la aceasta dorim, a găsi alta pentru care funcţia 


obiectiv să ia o valoare mai mică. Soluția admisibilă pentru care funcţia obiectiv 
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ja cea mai mică valoare va reprezenta soluția optimă a problemei. Soluţiile 

optime vor fi căutate în mulțimea soluţiilor de bază admisibile. Pornind de la o 

soluție admisibilă nedegenerată putem obține alta dacă unei componente nebazice 
îi vom atribui o valoare diferită de zero şi vom anula o componentă bazică. 

O pereche de indici (i,j) va fi numită celulă. Când spunem celulă liberă 

inis ele egem că ea se referă la o componentă nebazică, adică nu se găseşte printre 


cele m* n-1 componente diferite de zero. Să considerăm o celulă liberă (i, j). 
Definiţia 3.5.1: Un şir de celule care începe cu celula liberă (i,j) si se 
termină cu aceasta, conţinând î în rest numai celule ocupate şi anume câte două din 
aceiaşi linie şi coloană se numeşte ciclul celulei libere (5473 
Cel mai simplu ciclual unei celule libere (i, j) se prezintă sub forma de mai 


jos unde în dreptul celulelor am Scris şi componentele corespunzătoare ale 


t 


soluției. 
АЛТ 
(ij) > (iji) 
(Sj) (iji) 
Nu | Xij 


Атри componentei Xj care era nulă (componenta nebazică), o valoare 
0>0 şi vom obține soluție admisibilă care va ауса m+n componente diferite 
de zero. Pentru ca restricţiile problemei să fie respectate la componentele soluţiei 


are intervin în ciclu se scade şi se adună succesiv valoarea Ө. Indicám pe acel: Isi 


ciclu componentele noii soluţii. 


0 PIN 
(ij) > (1) 
И 
(1 J)'* WF Wu , 
AN, ХӨ 


Pentru a obține o nouă soluţie de bază admisibilă care să aibă т+п—1 


componente diferite de zero, va trebui să atribuim lui 0 valoarea: 
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Ө = min(x, , (3.4.2) 


ў? | | 

În acest mod se determină саге componentă bazică devine componentă 
nebazică. Restul componentelor rămân neschimbate dacă nu intervin în ciclu. 
Relaţia G. 3.2) reprezintă forma criteriului de i ieşire în algoritmul Qt găsirea 


soluţiei optime pentru o problemă de transport. 
Să notăm acum cu X; componentele soluției de bază admisibile x şi cu x; 
componentele noii soluții x unde 


Xj 20, xi = Xj -0, xij = Xi +0 


(3.4.3) 
хы = 8: X. = Хү, pentru k #і Aer df 
| Să evaluăm шилэх f(x)-f (x). Vom avea | 
f(x)-f tf = XXe. - | x )- -60--c; 0—c,, 0c,0 = 08, (3.4.4) 
unde 
бу = —C; es Сү, +С | (3.4.5) 


care reprezintă suma algebrică cu semn alternant a costurilor celulelor care au 


intrat în ciclul celulei liber (i, j) în care se începe cu —c;;. 
Dacă 5, < 0, din (3.5.5.), cum 0 este strict pozitiv, rezultă că 


f(x)&f(x) | (3.4.6) 


nu obţinem pentru funcția obiski o "b nds mai 


adicá pentru noua solutie x 


mică. Dacă pentru toate celulele libere (1, j) vom avea 5, st. atunci va rezulta cà 


t 


x este o soluție optimă a problemei. Deci forma criteriului de optim într-o 
problemă de transport este 


м (3.4.7) 


y 
pentru toate celulele libere (i, j). Tot din (3.5.4.) rezultă cá dacă avem ó; 20, 
atunci solutia poate fi îmbunătăţită. În cazul când există mai multe celule pentru 


care 0; > 0 vom determina 


б, = max бы (3.4.8) 
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şi vom atribui componentei nebazice х, о valoare 0>0. Relaţia (3.4.8) 
reprezintă forma criteriului de intrare. Facem observaţia că mărimile Š, joacă 
rolul diferenţelor 2, =c}, de la algoritmul simplex. 


Sintetizând cele de mai sus în practică procedăm în felul următor: 
а) Se determină o soluţie de bază admisibilă nedegenerată prin una din cele 


două metode prezentate. 


b) Pentru celulele libere se calculează cantităţile бу. 


Dacă toate sunt mai mici sau egale cu zero, atunci conform criteriului 


(3.5.7) soluţia este optimă. 


c) Dacă există 5, > 0, se determină componenta nebazică care va deveni 
bazică şi căreia i se va atribui o valoare 0>0, fiind componenta х dată de 


(3.5.8). | 

d) Se consideră ciclul celulei (i, j), determinându-se componenta bazică 
care devine nebazică (criteriul de ieşire). 

Etapele algoritmului se reiau până se găseşte soluția optimă a problemei. 

Observaţii: a) Prezenţa semnului de egal în criteriul de intrare şi de ieșire 
indică existența mai multor soluţii optime. 

b) În aplicarea algoritmului pot să apară soluții de bază admisibile 
degenerate care nu permit continuarea algoritmului. Pentru evitarea apariţiei 
soluțiilor degenerate se întrebuințează aşa-numita metodă a perturbării. Aceasta 


constă în înlocuirea cantităților а; cu а, +, şi a unei cantităţi b, cu b + me 


(€ o cantitate mică pozitivă). Când se găseşte soluția optimă se face € = 0. 
Metoda  perturbárii poate fi aplicată si pe parcursul desfăşurării 

algoritmului. Dacă la aplicarea criteriului de ieşire sunt mai multe componente 

ce pot deveni nebazice se perturbeazá o componentă dintre acestea cu € care va 


Ji introdus în ciclu astfel ca restricţiile problemei să rămână îndeplinite. 


m n 
c) Problemele de transport în care Уа, + 2.5, (probleme de transport 
i=] j=l 


neechilibrate) pot fi aduse la forma echilibrată prin considerarea unui centru 
fictiv sau a unui depozit fictiv în care să se găsească diferența de produs, 


costurile corespunzătoare fiind considerate egale cu zero. 
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d) Modelul problemei de transport poate fi considerat si cu cerinta” de 
maxim pentru funcţia obiectiv făcând modificările: 


— Soluţia este optimă dacă Ó; 20, 


— criteriul de intrare devine Š; = min 5, 
: 3 9,50 
3 А 4 . ' ] j> 


Exemplu: Să se determine soluțiile optime ale problemei de transport. 


Gi 1o 


50 30 20N N 


Sá găsim cantitățile Ó, pentru celulele libere. Mai întâi ciclul celulei (1, 3) 


va fi 


2 2 
(1,2) » (1,3) 


(2,22) €——— (2,5). 
"197 | 3 


vom avea à, --2-3-2-2-1, 


În mod analog găsim 
0, =—-4+1-2+3-2+2=-2 
04 =—-1+3-2+2=2 
0, =-4+1-2+3=-—2 
0,2--3-2-3-2-2-3--| 
0 


Ж 2-542-342-2-4 


Soluţia nu este optimă. Observăm că 6, -maxó,. Vom atribui 
1. 1020 


„componentei х.,, nebazică, o valoare 0 > 0. Considerăm ciclul celulei (2, 1) si 
introducem Ө în circuit astfel ca restricțiile să rămână îndeplinite, 


50-0 1040, 
(m) — Cere (112) 


(2,1) @——— ——ə—¿—==(2,2 
-9 20-0 


Luăm 0 = min(20,50) = 20. 


Noua soluţiei este prezentată în tabelul: 


Din nou pentru celulele libere vom calcula mărimile дү. 


“Уот avea 
0,,--:-243-143-3 
0,5--4-1-2-3-14-3-0 
0, =-2+2-3+1= -2 
04, =-4+1-2+3= –2 
бу =-3+1-3+2 = –3 
0, 2-942-341-342226" 
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Algoritmul poate continua atribuind variabilei nebazice Xy, O valoare ` 
0 > 0. Ciclul celulei (1, 4) este: 


30-0 ` 9“ 
(12)--------01,3) 


(2, Туе (3,4) 
2040 . 5-0 


(3,3) — (3,4) 
1540 15-0 


Luăm 0 = min(30,5,15) = 5. Noua soluție este prezentată în tabelul: 


Ci С» Сз . Са 


Soluţia obținută este optimă. 
Exemplu: Patru muncitori Хү, і = 1, 4 urmează a fi repartizați să lucreze pe 
unele dintre cinci maşini M;, j=1,5 astfel încât să nu lucreze mai mult de un 


muncitor la maşină. Rebuturile muncitor — maşină sunt date în tabelul: 


Să se facă o repartizare a muncitorilor pe maşini încât totalul rebuturilor să 
fie minim. | 

Solutie: Soluţia problemei poate fi găsită cu ajutorul modelului unei 
probleme de transport. Considerând disponibilul 4 unități (numărul muncitorilor), 


iar cererea 5 unități (numărul maşinilor), iar cantitățile de rebuturi drept costuri 
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avem o problemă de transport neechilibrată. Dacă vom considera încă un 


muncitor x, care nu produce rebuturi tabelul corespunzător problemei devine: 


Mi; M; Mi M, Ms 


Prin ambele metode se obține o soluție de bază admisibilă degenerată. 
Folosind metoda perturbării şi căutând soluţia de bază admisibilă prin metoda 
costului minim găsim: 


M M; Mi М; M; 


Componentele soluţiei de bază admisibilă au fost determinate în ordinea 
Хз, X52» Хз, Xs, Хш, Xi, Xy, Хо, Хаз: 


Calculánd pentru celulele libere cantitățile 5, obținem: 
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“Од 
i 


бә 7—241-343-242--1 5, 
ay 2-241-2422-1 | x 
бу 7-341-143-3422-1 = бз 
бу =-3+1-1+3-3+2-2+1=-2 б 


34 
6,5-3-3-3-2-0-0--1 | б] 
бы =-3+3-3+2-2ж 1552 | | ô 
бы =-0+3-2+0=1. 


Soluția nu este optimă. Avem [ON 


valoarea 0 > 0, ciclul ei va fi: 


-3422040-2—1 ^ “бүрж 


— . 
-4-2-0-40-- 
Erg. em 
—1-143-3-44— SJ 


=4&Б©1+3 = 
-343-342z-| 
O L— 2 4-0 Sl 


бы = -0+1-3 98-0 +0 = –1 


= max à; . Atribuind variabilei nebazice 
8,20 J 
Ч 


б, 2) wa (5,4) 


Ө 


Vom lua Ө= min(e,3c) = e şi noua soluție este reprezentată în tabelul următor: 


"ышы din nou cent Ó; pentru celulele libere gruni că toate sunt 


mai mici sau ebale cu zero şi deci am obținut soluția optimă : a problemei. Făcând 


€=0 obținem repartizarea muncitorilor pe maşini. 


-X > Мух, > M; x, —> M; x, ә M, si masina M, rămâne liberă. 


Totalul rebuturilor este f = 7. 


3.4.3 Rezolvarea problemei de transport folosind dualitatea 


Insemnând cu u, şi Vj. i=l,m, ј=1, п variabilele in problema duală a 


problemei de transport (3.5.1.), aceasta va fi: 


ut, Sc, I = lm, 15 їл (3.4.9) 
u;, V, oarecare, (3.4.10) 
(max )о (м) = Xa, u, 237 M (3.4.11) 


Contorm teoremei fundamentale a dualității (3.3.1), soluţia optimă x a 
problemei de transport va fi optimă odată cu soluția w a problemei duale. Soluţia 
w trebuie să verifice ca сваш йн stricte acele restricții ale problemei duale, ce 
corespund la variabilele Xj > 0 din problema primală adică 

Uu; t V; =b (3.4.12) 
(i, j) aparțin grupului de indici pentru care х, >0 (vezi teorema 3.3.2). 

Sistemul (3.5.12) contine min -1 ecuații cu m+n necunoscute, deci un 
sistem nedeterminat. Cum in problema (3.5.1) avem m+n —] restricţii 
independente rezultă că problema duală are în realitate numai m +n-l variabile 
propriu-zise, putánd atribui unei variabile oarecare din problemá o valoare 
arbitrará pe care de exemplu o vom lua и, = 0, după care rezolvarea sistemului 
ne va conduce la soluția w. | 

Pentru îndeplinirea condiţiilor (3.5.9) va trebui ca 

A, =, + vj)-c; S0 (3.4.13) 
pentru grupul de indici (î, j) ce corespund variabilelor nebazice. 

Să deseriem pe scurt etapele algoritmului. 

Etapa I-a: Se determină o soluţie de bază admisibilă prin metoda diagonalei. 

Etapa a Il-a: Se rezolvă sistemul (3.5.12), dând initial variabilei u, 
valoarea 0. Se inscriu valorile lui u; si v; pe marginea tabelului. 


Etapa a III-a: Pentru variabilele nebazice se calculează mărimile 
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A, = (u, * vj)-c (3.4.14) 


ij 
Dacă toți A, sunt mai mici sau egali cu zero, atunci am găsit soluţia 


optimă. Dacă nu, se alege 


A, = тах, >0} (3.4.15) 


Etapa a IV-a: Se construieşte ciclul celulei libere (k, 1) atribuindu-i o 
valoare 0-0, care se introduce în circuit. Se aplică apoi criteriul de ieşire 
obținând o nouă soluţie de bază admisibilă după care etapele algoritmului se 
reiau. 

Exemplu: Să se determine soluția optimă a problemei de transport corespun- 


zătoare tabelului; 


O soluție de bază admisibilă determinată prin metoda diagonalei este 


prezentată în tabelul: 


Pentru componentele bazice avem sistemul: ` 


u +ур= 2 
Ut v, 3 
u, +V, =3 
u)+ v,=2 
u,+v,=3 
u,+v,=2 


Luând u,=0, soluţia sistemului este: u =0, v,=2, «23, и, 20, 

V; 7 4, Us 7], v, =1 care este înscrisă pe tabel. De aici obținem diferentele A; : 
An =U ty с =0+2-] =1 
Àj =u; +v, -c =0+1-1=0 
Ay =u; v, -c 2142-122 


Solutia nu este optimá deoarece avem ARĂ, 20... 


Să atribuim componentei х, o valoare 0 > 0. Ciclul celulei (3,1) este: 


15-011) ^ "  $540(9) | 
Шакет сес ШУ Г), 


(2,2) — (2,2) 
5-0(1) 1240(16) 


(3,1) ————————— — — — (3,3) 
0 4-0(0) 


Considerám 0 = min(4,5,15)=4. Noua soluție este prezentată în tabelul 


unde am înscris şi valorile lui u; şi vj. 


2 3 2 3 


Pentru noua soluţie avem: 
А, = LA 214A, 20,422, A, =0, A = 2 
Atribuim componentei х., o valoare 0 > 0. Ciclul celulei (2, 4) este 


11-0(10) “940(10) 
(11) ———— (1,2) 


(22) — (2,4) 
1-00) 80) 


31) a (3,4) 
440(5) | ~a 9-0(8) 


Luăm 0 = min(1,9,11)=1. Soluţia este prezentată în tabelul unde am înscris 


$i valorile lui u; şi v;. 


-1 


Pentru noua soluţie avem: 
ALA S 5A, 2 2, Ay = 2, Ap 20,44 =0 


Atribuim componentei х,, о valoare 0 » 0. Ciclul celulei (1, 4) este: 


10-0(2) 0(8) 


(5,2) “тл (A) 
540(13) ` ` 8-0(0) 
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Luăm 0 = min(8,10)= 8. Noua soluție este prezentată în tabelul: 


2 3 3 2 


Pentru noua soluție avem: Д 22,A;,2-L A5 =, Д 20,45 --1 
Ay, 5-1. 
Atribuim componentei х,, o valoare 0 > 0. Ciclul celulei (1, 3) este: 


0(8) 8-0(0) 
О Жл у. 


(2,3) 4----Эмс6--(24) 
16-0(8) . 1+0(17) 


Luám 0 = min(8, 16)= 8. Noua soluție este prezentată în tabelul: 


фэээд | — 


Pentru noua soluție avem: A, 2 2, A, z LA, 21,44, 20,A,, =—3 


Atribuim componentei х,, o valoare 0 > 0. Ciclul celulei (2, 2) este: 


10-0(2) 840(16) 
(1672 ce 


(2,3) ti т hh a 
(8) 8-0(0) 
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Luăm Ө = min(8,10)- 8. Noua soluţie este prezentată în tabelul 


Pentru noua soluție avem: A, 2-1, A,, =0, Ag =l, A5, =0, Ap =-3. 


A, = 2 . Soluţia este optimă (min) f = 88 u.b. 


3.5 Intrebări de control şi exercitii 


l. Pentrua răspunde corect la întrebările de control este necesar: 

а. A se revedea concluziile teoremelor dovedite şi ipotezele făcute. 

b. Să se acorde atenţie observațiilor făcute după demonstrarea unor 
teoreme; |.) 

c. Să se țină seama de faptul că o întrebare de control poate avea mai 
multe răspunsuri corecte. . 

2. Pentru aplicaţiile practice recomandăm: 

а. Să se reţină faptul că algoritmii expuşi pentru găsirea soluţiilor 
optime ale unei probleme de programare liniară, se aplică numai 
dacă problema propusă este sub formă standard (restricțiile sunt 
egalitáti). | 

b. Să observăm că o soluție de bază admisibilă poate fi găsită: 

— dacă matricea sistemului de restricții conține coloane ale 
matricei unitate în număr egal cu cel al restricțiilor iar 
termenii liberi sunt pozitivi; ` 

— prin transformări elementare aplicate liniilor matricei 
lărgite a sistemului de restricții având grijă ca termenii 
liberi să rămână pozitivi; 


— folosind metoda celor două faze. 


ы 


ga 


Parcurgerea! etapelor algoritmului simplex sau simplex dual în 


ordinea descrisă este obligatorie. 


- Să revedeţi observaţiile făcute după descrierea algoritmilor. 


Să se rețină modul în care procedăm când în aplicarea criteriului 
de ieşire avem mai multe rapoarte minim egale. 

Să se rețină că nu este obligatoriu ca o problemă de programare 
liniară cu cerințe de maxim pentru funcţia obiectiv să fie adusă la 
una cu cerințe de minim (se observă că în algoritm se modifică 
criteriul de optimalitate şi cel de intrare). 

Pentru găsirea unei soluţii de bază admisibilă într-o problemă de 


transport este indicată metoda costului minim din tabel. 


. Dacă apare o soluție degenerată pe parcursul aplicării 


algoritmului, se va atribui o valoare £ » 0 componentei bazice 
nule si se introduce € în ciclul celulei liber considerat. 


Spațiile libere vor fi utilizate pentru găsirea soluţiilor problemelor 


“propuse. 


Pentru o problemă de prográmare liniară care dintre următoarele 


afirmaţii sunt adevărate: 


a. 


C. 


о soluție de bază admisibilă este punct extrem al multimii 
solutiilor admisibile. 

un punct extrem al mulțimii soluțiilor admisibile este o soluţie 
de bază admisibilă. 


orice soluţie optimă este o soluţie de bază admisibilă. 


Într-o problemă de programare liniară se folosesc variabilele de 


compensare când: 


a. 
b. 


C. 


restricțiile sunt de forma ,, <”, 
restricțiile sunt de forma ,,2>”, 


restricțiile sunt de forma „=”. 


O soluţie de bază admisibilă are componente: 


a, 
b. 


C. 


nenegative; 
totdeauna strict pozitive 


negative. 
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4. О problemă de programare liniară, cu cerința de minim pentru funcția 
obiectiv, are mai multe soluții optime dacă: 
à. z;-c,S0 şi există-vectori P, ce nu fac parte din bază, ce au şi 
coordonate strict pozitive pentru саге 2, -c ;=0. 
b. z,-c;<0 ч există vectori P, ce nu fac parte din bază, cu 
| coordonate negative, pentru care 23-9; =0. 
C. 23-с; <0 şi pentru vectori P; care nu fac parte din bază avem 
2,-0,«0. 
5. În forma standard, о problemă de programare liniară: 
а. are numărul restricțiilor cel mult egal cu al necunoscutelor, 
b. are numărul restricţiilor cel puţin egal cu al necunoscutelor, 
.C. pentru funcţia obiectiv se cere întotdeauna valoarea maximă. 
6. Dacă matricea A a unei probleme de programare liniară are rangul egal 
си m (număr restricţii) atunci: 
a. problema nu admite soluții admisibile, 
b. restricțiile sunt independente, 
c. problema are optim infinit.. 
7. Pentru a aduce o problemă de programare liniară la forma standard se 
folosesc: 
a. variabile artificiale, 
b. variabile de compensare, 
c. variabile negative. 
8. Soluţiile admisibile ale unei probleme de programare liniară formează o 
. mulțime: 
a. finită, 
b. mărginită, 
с. convexă. 
9. Soluţiile de bază admisibile ale unei probleme de programare liniară 
formează o mulţime: 
a. nemürginitá; 
b. convexá; 


c. finită. 
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10. O problemă de programare liniară cu cerința de minim pentru funcţia 


obiectiv, admite optim infinit dacă: 
a. există vectori P, cu coordonate negative, care nu fac parte din 
bază şi pentru care 2, -6, 20, 
b. existá vectori P, cu coordonate pozitive, care nu fac parte din 
bază şi pentru care z, —c, 20 М + 
C. 2,-с,50 şi există vectori P, cu coordonate pozitive, care nu fac 
parte din bază şi pentru care 2,-с, <0.. 
11. O problemă de programare liniară cu cerința de minim pentru funcția 
obiectiv, admite soluție optimă unică dacă: 
à. 2)-с,50 şi există vectori Р,, care nu fac parte din bază cu 
coordonate negative si pentru care 2, -c, =0 
b. z;-c,<0 şi există vectori P, „cu coordonate pozitive care nu fac 
parte din bază şi pentru care г,-с, 50. 
C. 23-с) <0 şi există vectori Р, cu coordonate pozitive care nu fac 
parte din bază şi pentru care 2,-с, =0 
12. O soluţie de bază admisibilă are componente: 
a. nenegative, 
b. totdeauna strict pozitive, 
c. negative. 
13. Pentru aplicarea algoritmului simplex primal, soluţia iniţială de bază 
trebuie să fie: 
a. nedegenerată, 
b. admisibilă, 
c. neadmisibilá şi nedegenerată. 


14. O soluție de bază admisibilă a unei probleme de transport cu m 
depozite si n centre (m € n) are: 
a. cel mult m4 n-1 componente nenule, 
b. cel putin m+n-1 componente nenule, 


с. are cel mult m+n-1 componente negative. 
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15. Pentru o problemă de transport care dintre următoarele afirmaţii sunt 
adevărate: 
mb : a. admite totdeauna o soluţie admisibilă, 
b. o soluţie de bază admisibilă are cel mult m+n componente 
diferite de zero. — 
c. nu admite soluții de bază admisibile. 
16. Într-o problemă de transport, metoda perturbării se aplică atunci când: 
pc soluţia de bază admisibilà iniţială este degenerată. 
b. pe parcurs se obține o soluţie de bază admisibilà degenerată 
c. Soluția de bază admisibilă inițială este nedegeneratà. 
17. Folosind algoritmul simplex primal să se găsească soluțiile optime ale 
problemelor de programare liniară: 
2x XV RX, =3 
Xy TF3K. k mng 
x, 2.0,.j=15 


(min)f(x)2 x, ^x, +x, 


a) 


ОЁ:х-10,4/3,0,5/3,0Г, шиг 2-473 


85 


7 tă, = 5 
© Ax, FX, TX, =] 
x, 20, jz 15 


(тах) (x) 3x, 2x ,- 4x, 


b) 


R: optim infinit 
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X,72X, * X, -3x; =6 

Xa +X,+X,—3x, =4 

x 20, ј=1,5 

(тіп) (х)= —2x, 3х + 4X, 25% 93x, 
= [6А 423, 103, 424,0, 41, 4/3], X, € [0,1], А, +A, +, =1, 


minf = —24. 


X, dao RA. —X,2-1 
(| їр 37 x:32 
d) ix, FX, S3 
X, 2 0, 1-14 
(m Y = x, х, х, 
R: (NOM М +20 * 5/3A,] , X e [0,1], А +А, +), 21, 


тах =—l. 


137 


х= КЕТ 
2х ок Эхх S 4 
е) 12x, 43хХх,42х,4х,56 
x, 20, ј=1,4 
(min) (к) = -3x, =x - 2x, +x; 


R: x = [12/5,2/5,0, 0], minf = —38/5. 


$ 


(2х, x, +2, =4 
Хч, +х,—8х, 3 

Г 542, o6, Tas =2 
x, 20, ј=1,6 


(min) (x )= 22x, 73X,-7X, 4X, 5x, + 8х, 


К: x =[4,1,1,0,0,0]',mint =-12. | 
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18. Folosind metoda celor două faze să se găsească soluţiile Shime ale 
problemelor de programare liniară. | 

Xit IX AA X283 

ET XX 34 

х, 20, j= 14 


(тіп) (x) 3x, —4X, 2X; 


a) 


R: х = |0,11/9,1/3,0]', mint --38/9. 


2X X JH X4—x,272 
x POR, + 2X7 2x, =3 
b) TX, FX, =] 
x, 20, ј=1,4 
(max (x )= 4x, ЭЛИ, H xl 


R: optim infinit. 
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pă vr у Ха l s; 
Хү 4x4 72347 X,-4 
х,20, ј=1,4 


(min (x )= —2x, d$ hka 


R: х = [2,1/2,0,0|', minf 4—7/2. 


е? +K =] 

ХХ 373 X4:52X = 2 

x, 20, ј=1,4 

(min) (x )= x, “Хз 1 0 8, 


d) 


R: x=|[0,5-5X,3-3A.AJ, Xe [0,1] mint=-10: 
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19. Utilizând algoritmul simplex dual să se determine soluţiile optime ale 
problemelor de programare liniară: 

Xi TX,—X, tX; = -l 

K, 712X4 Xa TeX, = —2 

X; 20, ј=1,5 

(min)f(x)- Хул АХ, ЭЭЖ, 


а) 


R: х-10,0,3,4,0|, minf — 11. 


diei х5 —6 
ч хунх, < =8 
x; 20, j=1,3 


(min (x )= 2%, t 2x. 


b) 


R: problema nu admite soluţie. 
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X, tA TFR S-2 
-2Х,-Х,-3Х,5-5 
ç) 857265 2Х3:52Х:53 
х,20, j=153 
| (тїп (x)= x, + x, 4 2x, 


R: problema nu admite soluție. 


ç 


ХХ", — 2х, + 2X. S 7 
X XxX, tX, =2 

4) “4,-2х,-х,5-3 
x, 20, ј=15 


(тіп) (х) = х,+х,+2х, 


R: x = [10,0,7/2,3/2,0]',minf =3/2. 
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X kaka Xa Xp 2 
К =Х; Apt K = 3 
x 20, ј= 15 


(тах) (x)= CX47X,—7X, 


e) 


R: х «[0,1,0,0, 2], maxf = —2. 


Jas 


20. Folosind metoda rezolvării simultane a problemelor primală şi duală să 
se determine soluţiilor optime ale problemelor: 
2x,t3x,26 
eX, +4x, 2 20 

. | X X4 20 


(min) (х)= х, +x, 


К: x, 20, x, - 5, minf =5. 


a) 


143 


DX, +x, 26 
Jx,*6x,218 . 
b) 4X, +x, S6 
XyX4 20 
(max) (x )= 6x, +15х, 


R: x, =0, x, 26, maxf =90. 
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ЁХ, bx.cX,zl 
EX. 2x, 74x, 223 
х,20, ј= 1,4 


(тіп (х) = 2x, +X, +É. K, 


К: х-(0,3/2,3/2,-1./2,0Г, Xe [0,1] mint =3/2. 
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= 2х кь x31 
TRE A 
X; 20, jz13 


EN Ч X, FSX 2X, 


d) 


R: x = [0, L, Ol, тіпг.=3. 
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21. Se consideră problema de programare liniară: 
Кр 3X, *X,-X, = 2 
X, f2X, +4X Xx, = 4 
Хуа, 15:15 
(тїп (x)= Xi 2X, +X, 2X, 74x, 
а. Să se determine soluțiile optime ale problemei 
b. Să se determine soluţiile optime în situaţiile 
bi) Vectorul P, este [1,2] 
b2) Vectorul Р, este [2.3] 
b3) Vectorul C este [0.2,-1,1,2] 
04) Se adaugă restrictia x, > —2 
bs) Se adaugă restrictia x, —x, 4 x, + 2x,—3. 
К: a) x 2[6,0,0,0, 4], minf 2-10; b) x £, 0,0,0, 2], min f = -5 
b2) x = [6, 0,0, 0, 4J", min f =-10 55) x = [8, 0, 2, 0,0], ы. 
ba) x = [6,0,0,0, AI, min f =—10; 


bs) х = [13/4,11/4,0,0,5/4f',minf =—29/4. 


146 


22. Se consideră problema de programare liniară 
ХүгүХ,Ж2Х4-3152 
ХОРТ Fă X2 
x,20, ј=14 
(max) (x) FK F Sa TAs SN 
a. Să se determine soluțiile optime ale problemei 


b. Să se determine soluțiile optime în situaţiile: 


bi) Vectorul P, este Bu] 1 
b2) Vectorul Р, este [L2], 


b3) Vectorul C este [1,0,—3,2]!, 
b4) Se adaugă restrictia x, <3 


bs) Se adaugă restrictia x, -x,—x, <2 


147 


R: a) x 2[0,0,0,3]", maxf 9,5) x = [0,0,0, 1, maxf =3, 
b) х = [0.0,0, 3], maxf =9, ba) x =[0,0.0, 3l, maxf 26, 
55) х = [0,0,0,3]', тах Ё =9. 


23. Să se determine soluţiile optime ale problemelor de transport: 


a) 


min f = 64 
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min f = 132 
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c) 


min f = 194 


25 19 32 24 
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4 SERII NUMERICE SI SERII DE PUTERI 


Seriile numerice şi seriile de funcții (de puteri, trigonometrice etc.) ocupă 
un loc aparte în matematică. Aplicațiile teoretice şi practice ale seriilor se 
întâlnesc în domenii din Fizică, Chimie, Biologie, Economie etc. În acest capitol 
sunt prezentate într-o sinteză accesibilă specialiştilor în economie câteva 
elemente de bază din teoria seriilor numerice şi a seriilor de puteri. Aceste 
elemente sunt implicate în unele calcule numerice (vezi de exemplu, aproximare: 
numărului e), precum şi în evaluarea valorilor funcțiilor iraționale sau transcen- 
dente (vezi formulele de aproximare a radicalului, a exponentialei etc.). Pe baza 
formulelor de aproximare care rezultă din teoria seriilor de puteri se întocmesc 
programele soft de lucru pe calculator. 

Pentru parcurgerea acestui capitol sunt necesare acele cunoştinţe din 


жай matematică care se referă la teoria a limitei ŞI a şirurilor. 


4.1 Serii numerice 


4.1.1 Noţiunea de convergenţă. Proprietăți ale seriilor 


convergente 


Fiind date n numere a, € R, i=1,n, numărul $ = Ya, poartă numele de 
| 1 k=l 


suma acestor numere. Fie acum (a, Маи un şir de numere reale. Simbolul alcătuit 


P *) 
3 


cu aceste numere: 


13 


(S) mia twa, а 


n 


a 


? În unele cazuri numerotarea termenilor seriei poate începe си n = 0 sau cu un număr natural 
oarecare în funcţie de structura termenului general a,. 
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se numeşte serie numerică; a,,a,,.. sunt termenii seriei iar a, se numeste 
termenul general. Pentru a vedea ce sens se poate atribui simbolului (S), 
considerăm următoarele sume parțiale construite cu un număr finit de termeni ai 
seriei: 
$, 78,8; =a, +а,,...,5, =a +a,+..+a ,.. (4.1.1) 
Asociem seriei (S) şirul sumelor parțiale: 


(s, Зай NS Sinis; 
Definitia 4.1.1: Scria Ya, se numeşte serie convergentă (simbolul (S) are 


sens) dacá sirul cM al sumelor parțiale este convergent; numărul- finit 


5 = lims, se numește suma seriei şi putem scrie: 


n-)»oo 
S. Bs cle Bock ud" Bu tus Qe (4.1.2) 
лейт: ine | 


O serie psum care şirul (s, ae este divergent se va numi serie divergentă. 


În acest caz nu putem posu nici un sens simbolului (S). Dacă şirul (s, rj . este 


EN 
oscilant vom spune că însăşi seria (S) este ascilantă $i o vom îngloba în waspa 
seriilor divergente. 
Definiția 4.1.2: Se numeşte rest de ordin n al seriei (S) diferența s —s, 
adicà: 
xs. diu ae A E n- у 4, | (413) 
р=п+1 
Dacă seria (S) este convergentă, formulele (4.1.1) + (4.1 .3) implică: 
S =S, +T, (4.1.4) 
relaţie cu aplicaţii în problema aproximării sumei unei serii. | 
“Exprimând convergenta şirului sumelor parțiale în limbajul şirurilor vom 


putea reformula noțiunea de convergență a seriei (S) astfel. 


Seria Уа, este convergentă atunci şi numai atunci când oricare ar fi € > 0 


suficient de mic, există un rang М(6), astfel încât pentru orice n > N (e) are loc 
relatia 


s, —s|<e (4.1.5) 
5, 9 
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sau, în baza formulei (4.1.4) 


r 


n 


<€ (4.1.6) 


_Сопуегреп{а seriei (S) poate fi exprimată şi cu ajutorul criteriului general 
de convergență al lui Cauchy aplicat şirului (s. du. Conform acestui criteriu 
sirul sumelor parțiale este convergent dacă şi numai dacă oricare ar fi £ > 0 
oricât de mic, se poate indica un rang N(e) astfel încât pentru n > N(e) ŞI 
p = 1,2,... este îndeplinită condiția 


Susp -s,| <€ | 


Parafrazánd acest criteriu putem formula 


Teorema 4.1.1 (Cauchy): Condiţia necesară şi suficientă ca seria Ул, 
l 


sd fie convergentă este: 


lat ass +... а 


<€ (4.1.7) 


n+p 
pentru orice € > 0 arbitrar de mic, n > N (c) şi p =1,2,... 
Demonstrația acestei teoreme decurge direct din criteriul de convergenţă al 


lui Cauchy dacă ținem seama că în baza formulelor (4.1.1), avem: 


S 


taera 


D+2 n+p 


a 


“nel 


n+p -s,|= +а 


In legătură cu studiul unei serii se рип două probleme: 
1. care este natura ei, ceea ce înseamnă dacă este convergentă sau nu, şi 


2. în caz de convergență care este suma sau cum se poate aproxima. 


Să studiem pe baza definiţiei, natura seriei: 
(G) a +aq ад +... +ag" +... (= Заа” | aqe R,az0. 
: l 


Această serie se numeşte serie geometrică deoarece termenii ei se succed în 


progresie geometrică de га[іе q. Sirul (s, M asociat seriei (G) este: 


s,=a Lad 51 lims, == (ima?) 5-4 (4.1.8) 
I 1 1-4 


Să cercetám convergenta acestei serii în funcţie de 4. Avem situaţiile: 


I. lal < 1,limlq|' = 0 şi deci: 


153 


[ a DE. л 
lims, = —— (număr finit). 
1-4 


п 


: A c : Et. 3 
Prin urmare, Іп acest caz s = ТО» $епа este convergentă şi vom scrie: 
=d 


Sa tagh taq"! "33 |а| «1. | (4.1.9) 


II. lal > 1, lim|q" = co şi avem lim S, = (tb (semnul din membrul drept 
n= noo 

depinzánd de semnul lui a conform relatiei (4.1.8)). Seria geometricá (G) este 
divergentă, deoarece şirul sumelor parţiale este divergent. 

Ш. q = 1. În acest caz, seria (G) devine: 

а-а+а-—а+..(—1)'а+... 

Observăm că termenii şirului sumelor parțiale de rang par sunt: 
$4, =0,k 20, iar cele de rang impar sunt date де s,,,, =a. Rezultă că şirul 


sumelor parțiale asociat lui (G) este oscilant, seria. va fi deci oscilantă şi, prin 


urmare, divergentă. 
IV. q=1. Seria (G) capătă forma: 
atak Jat... 


n=) 


Constatám cá s, = па, de unde va rezulta că lims, = (+) (după cum 


a > 0, respectiv a < 0), ceea ce conduce la concluzia că si în această situație (G) 


este divergentă. 


Prin urmare, seria geometrică este convergentă numai pentru q € (- 1,1), în 
care caz are loc relația (4.1.9). 
Cazuri particulare 


Considerăm seriile: 


(81): eMe Eee pipa 


- | ? 1 | = . .. 4 h d ae . 
Observăm că termenul general al acestei serii este a, = Za $i deci ea poate 


ре 


- i 
fi scrisă sub forma У —. 
l 
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: 1 l | 
Comparând-o cu seria (С), constatăm că a 744-7. Prin urmare (S, ) 
este convergentă şi are suma s = rr > = 1. Deci 
(0-Р 
2 
1 Ї 
=—+—+—+..+—+ 
2.4 > 
а n l 
($3: (1) 
0 2 
In acest caz avem a = 1,q = — , si deci (S.) este convergentă. Suma sa va 


(S4): xs 


Explicitând suma de mai sus constatăm că ea este o serie (С) cu a 21 ŞI 
n+l | | 
д=5>1. Avem lims, FUN ви ag Deci (S,) este divergentă. Putem 
astfel construi numeroase serii de tip (G), fiind în măsură să sue, in fiecare 
caz, care este natura lor. 
Proprietăți ale seriilor convergente 
I. Dacă într-o serie adăugăm sau suprimám un număr finit de termeni 


natura ei nu se modifică. 
П. Dacă (S): Xa, este convergentă si o +0 atunci seria (05): 5 aa, 
este convergentă. 


o? оо 


III. Dacă (S): Xa, $i (S.): УЬ, sunt convergente, atunci seria 


(s, +S, ): y (a, + b, ) este convergentă. 


Aceste proprietăți decurg imediat din proprietăţile şirurilor convergente. . 
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IV. Dacă seria Ya, este convergentă, atunci şirul format cu termenii ei 


este convergent la zero, adică: 


lima, = 0. (4.1.10) 


neo 
Intradevár, putem scrie s,,, = S, +â, ŞI prin trecere la limită se obține: 


lims,,, = lims, + lima 


n+l 
По n=» Пу - 


Deoarece lims,,, = lims, =s, vom avea: 


n=» пэ 


=5+ іта, 


П-Эсо 


de unde rezultă 


lima,,, =0. 


цээр 
Relaţia (4.1.10) este numai o condiție necesară de convergență, nu $1 
suficientă. Pentru exemplificare să considerăm seria: Ls —_ 
(A): mE iig yl 
Pa fă n In 
Această serie se numeşte serie armonică deoarece fiecare termen al ei este 


? ES С mL. 
media armonică a vecinilor săi.) 


Observăm că lima, = ам. Condiţia (4.1.10) este îndeplinită, dar 
n—}co iye n. | ” 


seria (A) este divergentă. Într-adevăr, conform criteriului de convergenţă al lui 


Cauchy pentru serii (teorema 4.1.1) ar trebui să avem: 


l 1 


d | | l 
— +... + 


l 
üi-1!6no42 п+р 28 * 2 


Constatăm deci că suma care apare sub modul nu numai că nu poate fi mai 


mică decât orice є > 0, arbitrar de mic, dar rămâne chiar superioară unui număr 


? Media armonică m, a două numere a si b este dată de -3-4 цо 
Ha 2(« р 
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з {| 1 эй? ў J "y MAT. 
fix: PT Aşadar seria armonică (A) este divergentă deoarece nu satisface criteriul 


de convergență al lui Cauchy (deşi, termenul general al seriei converge la zero). 
Prin negare, din proprietatea IV se obține o condiţie suficientă de 
divergență, adică un criteriu de divergență. 


Criteriu de divergență 


Dacă şirul (a, ы are: lima, # 0, atunci seria Ха, este divergentă. 


поо 


. 


Exemple: 
n) 


S, ): Seria 53" este divergentă, deoarece lim3" = оо, Acest rezultat era 
0 


de așteptat întrucât seria de mai sus este o serie geometrică de ratie 4-3»1 


care, desigur, este divergentă. 


ance | : x P E 
(S, J Seria > este de asemenea divergentă, pentru că 
о 2п+1 
; DP J 
lima, = lim = — 
тн" 2n+l 2 


У. Dacă seria Ya, este convergentă, şirul format cu resturile seriei de 
s 0 1 ' м 1 1 y 


diferite ordine (r, iz este convergent la zero: 


limr, =0 "s | (4.1.11) 


ы 

Demonstrația acestei proprietăți rezultă din afirmaţia (4.1.6). 

Aproximarea sumei unei serii numerice 

Am văzut că cea de a doua problemă legată de studiul unei serii este aceea 
a determinării sumei ei care presupune găsirea limitei şirului sumelor parțiale 
(s. Em: Dar, în numeroase situații, expresia lui s, nu poate fi restrânsă, ca în 
cazul seriei geometrice, pentru a fi adusă la o formă simplă din care să rezulte 
ușor suma s prin trecere la limită. În aceste situații de o mare importanță devine 


proprietatea V care permite aproximarea lui s cu oricâtă precizie dorim. 


Intradevăr dacă seria Уа, este convergentă se poate scrie relația (4.1.4), adică 
| | 


Seg N 
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Dacă, pentru n suficient de mare, r, este suficient de mic: r, = 0,-cu 
aceeaşi precizie putem face aproximatia: 


62.5 (4.1.12) 


п? 


adică suma seriei se poate calcula cu ajutorul sumei parțiale de rang n. 


Pentru exemplificare, să considerăm seria: 


la.i 1 *1 
(B): bras 2 P ze n p rro 


Se va vedea mai departe că această serie este convergentă şi are ca sumă 
2 5 . M: . v 
numărul irațional e; e= 2.7182... ), adică 
Теа l 
e=1l+—+—-+...+— +... 
гүз 
Relaţia de mai sus este exactă, şi ne dă ре e cu oricâte zecimale dorim. 
Pentru a se obține aproximatii de diverse ordine pentru numărul e ne vom folosi 


de relația (4.1.12), adică vom lua: — 29 


şi vom reţine їп suma din membrul drept un număr suficient de mare de termeni. 
Astfel, pentru n =5 se obţine e = 2.7166 , lar pentru h 35, (n = 7) se păseşte 
e = 2,718281 , etc. 

În teoria aproximări funcțiilor se demonstrează că: 


жи 
(n 4 1)! 


ceca ce aratá cá pentru n suficient de mare, restul r, este destul de mic. 


r, =je=s,|< 


Pe baza procesului de aproximare descris mai sus, se alcătuiesc programele 


de calcul ale valorilor diferitelor funcții, pe calculatoarele electronice. 


4.1.2 Serii cu termeni pozitivi 


Definiţia 4.1.3: Seria (S): Sa, se numeşte serie cu termeni pozitivi dacă 
1 


începând cu un anumit rang тє №, a, 20 oricare ar fi n» m. 


2 ОРЧ o 8 2 7 2 Ё 4 
? Un număr irațional poate fi exprimat printr-un număr zecimal cu o infinitate de zecimale, fără 
perioadă. 
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In baza proprietății I, putem presupune că a, 20 începând chiar cu n =1. 
O serie cu termeni pozitivi va fi notată Уа,,а, 20. 
l 


Pentru seriile cu termeni pozitivi există criterii speciale de convergență care 
se bazează tocmai pe această proprietate. 
„Să observăm mai întâi că a, > 0, implică: 
8, =a ta, t.a, 20 


ceea ce inseamná cá o serie cu termeni pozitivi este sau convergentă sau 


divergentá (cu lims, = +оо). In plus, deoarece 8,, =s, +а, Şi a, 20 va 


rezulta că şirul (s, - este monoton crescător (s, < TO: 


Aplicând teorema de convergenţă a sirurilor monotone rezultă: 
Teorema 4.1.2: Seria Ya,, a, 20 este convergentă atunci şi numai 
1 


atunci când şirul sumelor parțiale asociat ei este mărginit Superior şi di vergentă 
în caz contrar. 

Exemplu: | 

Considerăm seria cu termeni pozitivi: 


n 


TWEEN = 
hane 013 
2 n+l 
Şirul в are termenul general 8,-31-|- $i cum 
2 п+1 


ре 3 «1, rezultă 0<s, «3, adică şirul (s,) este mărginit superior ŞI 
lims, = 3. Rezultă că seria (S) este convergentă şi are suma s = 3. 


n= 


Teorema 4.1.3 (criteriul de comparaţie a seriilor): Fie două serii: 
СА; >a, aal Oi (S; ): Xb,,b, 20 cu proprietatea: 
1 1 


а <b 


n 


(4.1.13) 


n 


pentru orice n>n, EN . Atunci: I 


- dacă (S, ) este convergentă, rezultă că (S, ) este convergentă, iar 


- dacă (S, ) este divergentă, rezultă că (S, ) este divergentă. 
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Demonstraţie: 


Fie s, si t, sumele parţiale de rang n asociate celor două serii 


În baza ipotezei (4.1.13), avem 
0Ss, <t, | (4.1.14) 


a) dacă seria (S, ) este convergentă, atunci lim t, =t (număr finit) şi prin 


trecere la limită în dubla inegalitate (4.1.14), se obţine: 


O < lims, <t, 


а 


cu alte cuvinte, lims, este finită, adică seria (S, ) este convergentă. 


П-у 


b) dacă seria (S ) este divergentă, atunci lims, = E tevsi din aceeaşi dublă 


Ц--Эоо 


inegalitate, va rezulta Е limt,, ceea ce înseamnă limt, = +оо, adică seria 


n—)oo 1 —oo 
(S, ) este divergentă. 
Practic, acest criteriu se aplică astfel: având de studiat natura unei serii vom 
căuta să majorăm sau să minorăm termenul general al acestuia , astfel încât să 


obținem o serie convergentă sau, după. caz, divergentă. vier serii de comparaţie 


în primul caz se utilizează adesea seria geometrică Ха (-1«q«1)iar în cel de 
0 


al doilea, orice serie divergentă. 
Exemple: 


Să se studieze natura următoarelor serii cu termeni pozitivi: 


a(2n=1Y 
S 
5) : 3n +1 


Avem, pentru n » 1: 


2n — TIS niz из 2 2 


ră A ROI te pu 354) Eo] гш 


3n+1 1 1 3 Ñ 
n — 
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ә n 
Seria cu termenul general b, (3) fiind o serie geometrică de ratie 


2 
q= 3 < 1, este convergentă. 


Conform primei părți a teoremei 4.1.3. va rezulta că seria cu termenul 


maad a agus bă | : 
general a, = , adică seria (S,) este convergenti. 
Зӣ £1 
= ü +3 
Со 253 
on +9 
Putem scrie: 
РЭ Т5 77 RA Á 
n^*9 n'+6ón+9 (n+3) n+3: 
5 Ї n+3 | : 
Notând a, = $1 b, = ———, avem a, sb,. Dar seria cu termenul 
n+3 n +9 


general a, este divergentă deoarece se identifică cu seria armonică din care 


lipsesc primii trei termeni. Aplicând cea de a doua parte a criteriului comparaţiei, 


| erbe А : ыз 4! 
va rezulta că seria (8, ) este divergentă (deşi lim Ns 0.5. 
| qud -- 


4.1.3 Criterii de convergenţă pentru serii cu termen pozitivi. 


Din teorema 4.1.3 (criteriul de comparaţie), alegând drept serii de compa- 
ratie serii potrivite, se obțin criterii de convergență specifice seriilor cu termeni 
pozitivi. Vom formula aceste criterii sub o formă mai restrictivă cu ajutorul 
limitei. 

Criteriul radicalului (Cauchy) 


Fie (S): Ya, a, > 0 şi 
0 


іта, =k (4.1.15) 


Atunci pentru k «1, (S) converge, pentru k »1, (S) este divergentă iar 
pentru K = 1, avem un caz de dubiu sau de nedeterminare (deoarece în această 


situaţie unele serii pot fi convergente, altele nu). 
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Exemple: 


(Si): ЇГ 


Avem: 


. n? 3 n 
пт а = lim ur = 9) еті! 
Цоо i n nere n ! : 


Л 21) . . . 3 
Rezultă k =e «1 si deci seria (S, ) este converoentă. 
У 1 2 


f e Зп п 
(52): >| 2n + i 


Deoarece, 


noo 


Аша Еп т" 
= fim ==, 
225173) Ka 2 


rezultă k = > >l şi, prin urmare, (S, ) este divergentă. 


“ЭУ 2 һ 


n 


| Í l 1 
Avem: lim»|— = lim - 
no n^ 11--усо 8/ 2 


kaz =] şi nu putem deduce — cu acest 


criteriu — dacă seria este convergentă sau nu (caz de nedeterminare). 
Criteriul raportului (d'Alembert) 


Fie (S): Ya уа, 2.0 $i 
0 


ЕБ " | 
lim —: = / (4.1.16). 
n— e d, ЧҮП 
Atunci, pentru /<1, (S) este convergentă, pentru 751, (S) este 


divergentă iar dacă / = 1, nu se poate spune nimic despre (s) (dubiu). ` 
Exemple: 


о Mini 
“3, 08:25 


n: 
l 


n: 


pati dee ates P ai oj sy uus 2 2 
Avem: lim = lim J —— | =lim—— = 
n—»oo a, noo n+l] n>% е 
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Э А 2 : 
Rezultă f — — = — —— <1, si deci (S, ) este convergentă. 
e. 2.7482 
n 
| жуу д l uni 
(So): M 


) T (n 1)" 


Conform criteriului raportului, 


E wen dg +à a a 
lim —- = DIN a ЭЕ = LY OW 
ТЕ а ПЕ (п +2) I п+2 е 
lim| — 
пты "bd 


^ a А ` . .. 
In acest caz ё = — şi avem situaţiile: 
e 


— dacă a < e, seria (S2) este convergentă, 
- dacă a > e , seria (S2) este divergentă. 


Când a =e , seria (S;) devine 


Suntem în cazul 7-1, şi nu putem afirma nimic despre convergenta seriei 
de mai sus: (dubiu). 


Criteriul Raabe-Duhamel 


Fie (S): Хаа 20, si 
0 


I a dii pi TNT 

limn| ——= -1 |=r (număr finit sau infinit) (4.1.17) 

n-o a ' 
n+l i 


Atunci, pentru г> 1, seria (S) este convergentă. Dacă r<1, (S) este 
divergentă iar pentru r = 1, din nou, nu se poate afirma nimic despre seria dată 


(dubiu). 


Exemple 
Aw] 
(31): EX 
| |n 


Aplicând, acestei serii criteriile lui. Cauchy şi d'Alembert, ne situám în 
ambele variante în cazurile k =1, respectiv / 2] când nu putem decide nimic în 


privința convergentei seriei (51). Aplicăm însă criteriul de mai sus şi obținem., 


2 2 2 
Р a, ; (n +1) "End P hp ous 
lim п —— -1 |= lim n — -1 = limn ————— —— z 2 
noo | Hau П 9902 П пэ n^ 
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Rezultă r = 2 >1, şi deci conform criteriului Raabe-Duhamel, seria (5,) 
este convergentă. 


Observaţie: Prin acelaşi procedeu ca mai sus putem demonstră că toate 


seriile de forma: 
(55) У4 эход N° 
11 24 


Sunt convergente. 
Mai mult decât atât, se poate demonstra următoarea 
Teorema 4.1.4: Seria armonică generalizată: 
e] 
(53) Аса, ae R, 


1 n i 


este convergentă pentru O > 1 şi divergentă, când ae (219 


4.1.4 Serii alternate 


Definiţia 4.1.4: O serie se numeşte alternată dacă produsul a doi termeni 


consecutivi este negativ. Poate fi scrisă sub forma: 


- n-l 
(Sa) | Y(-1) apa, 20: 
l 
Pentru astfel de serii se demonstrează următorul criteriu de convergenţă: 
Criteriul lui Leibniz 


bie (5, ), 3 1) 
l 


= 


| 
asa, 20. Dacă: 


l. аш Sa,, adică şirul termenilor serie, luaţi fără semn, este monoton 
descrescător, şi 


2. lima, =0, 


paces 
atunci (S) este convergentă. Ч 
Demonstrația acestei teoreme se poate face arătând că şirul sumelor parțiale 
de rang par este crescător şi mărginit superior iar cel al sumelor parțiale de rang 
impar este monoton descrescător şi mărginit inferior, ambele convergente la suma 


seriei. Vom reveni însă la demonstrația acestui criteriu mai departe. 
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Exemplu: 
Seria armonică alternată definită prin 


ә s n Л ЭРЭ a "9 
85) -1) -5---4---46., 
(8) Х( ü -1.2 $ 4 


este convergentă, deoarece 


1 E я. 6 А 
j. A < — (şirul termenilor seriei luaţi fără semn este descrescător) şi 
n+l n 


2. lim— = 0 (şirul termenilor este convergent la zero). 
n=) n 


Evident, criteriul lui Leibniz este satisfăcut. 


4.1.5 Serii cu termeni oarecare. Convergenta absolută 


Dacă în seria Xa, se renunță la condiția à, 20, şirul sumelor parțiale nu 
1 


mai este monoton crescător şi convergenta sa se deduce mai greu. Există însă 
tipuri de serii cu termeni oarecare pentru care se pot stabili totuşi unele criterii de 
convergență. Acestea sunt seriile ale căror termen general se poate prezenta sub 
forma a, = 9, В, „си о, şi В, alese convenabil, adică: 


(So): Ya, -У ОР, š 
па 21 MUN | 


Pentru astfel de serii există două criterii speciale de convergență pe care le 
vom enunta in cele ce urmează. 


Criteriul lui Dirichlet 


Fie (So): bx? = Y C. Pn , O serie cu termeni oarecare. Dacă: 
1 1 


l. şirul sumelor parţiale o, al seriei Ха, este mărginit, (lo, <M)şi 
(B. Jex este un sir monoton descrescător la zero (limp, = 0), atunci 
n-»» : 


seria (S..) este convergentă. 


Demonstraţie 


Vom arăta că pentru seria (5„) este satisfăcută teorema lui Cauchy 4.1.1. 


Pentru aceasta considerăm suma a p termeni arbitrari ai seriei ŞI o transformăm 
- ме. | 3 
succesiv observând că «ү, = 0,,, — o, , unde б, = 2a, „Avem . 
1: 


Gaia + Qoia; um Ot, ous 3 
ici vni -0, Bi * (6... “бү, Кы; Tes (бу = Oppa Brao = 
Oky (B... - rB, (Q )+ Ok (В, 7b» hek: + O.P, m o. D, 


Deoarece, in baza primei ipoteze, с | < M vom putea scrie: 


e), B... * 0 opus +.. OPUS M( k+l Brad - л MB,,, + шин = 2MD... 


pentru orice k si p numere naturale. Or, in baza "- de a doua ipoteze, pentru 


m. 8 r TT m, 4 
orice de > 0 arbitrar de mic, există K(e) astfel încât pentru k > К(6), |, «e 


nată teorema 4.1.1. Rezultă că (S, ) este convergentă. 


' Observaţie: Dacă în criteriul de mai sus luăm a, = (-1) si B, =a, си 


lima, =0 (a, 20) ipotezele din criteriul lui Dirichlet sunt satisfăcute yi obtinem 
n-»w 
criteriul lui Leibniz, ca un caz particular al criteriului lui Dirichlet. 
“xemplu: 
= COS nO 9 Ч 
Seria У — —— cu o (2k + D=, КЄ Z, este convergentă. 
a 2 


Intr-adevăr această serie este o serie cu termeni Oarecare în care termenul 


general se prezintă sub forma a, =0 Ë, unde O, = соѕпо şi p, =—. 


n 
Observăm că: 


55 KO зүй 
sin — cos(k + 1)-— 
0, = $ cos kQ = 2 2 
I LET OX 
sin — 
2 


- 
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| : 9 l e ON 
Prin majorarea membrului drept, rezultă lo, | <——, adică şirul sumelor 
ГҮ, 
sin 


PA 
. | (3 23 гэдэг e p (ТУ .. . I . 
parțiale asociat seriei Уо, = Ycosna , este mărginit, iar şirul B, = — tinde la 
| п 
zero. Sunt îndeplinite condiţiile din criteriul 1ш Dirichlet, de unde rezultă 
convergenta seriei date. 


Criteriul lui Abel 


Fie seria ($, ): Y a, D, cu termeni oarecare. Dacă 
l. seria У о, este convergentă si 
1 
2. (D, es este un şir descrescător de numere pozitive atunci So) este 
n /neN 5 
convergentă. 

Întrucât demonstraţia acestui criteriu nu diferă esenţial de cea a criteriului 
precedent nu o vom mai prezenta. Dăm mai jos însă un exemplu de aplicare al 
criteriului lui Abel. 

Exemplu: 


A n-li | 
Să se studieze convergenta seriei: Y. (- 1) 


) nno 


Descompunem termenul general al seriei intr-un produs astfel a, = o, P, 


4 l ЖЭ! " s 
unde. w, =(- 1)” —,B, Z——« Seria 2,0, este convergentă conform 
| | m Vn 


criteriului lui Leibniz si deci este satisfăcută ipoteza (1), iar В, = 25, este un şir 
Vn 
de numere pozitive descrescátor, adică este îndeplinită condiția (2) din criteriul 
lui Abel. Rezultă că seria din enunț este convergentă. | 
Convergenjd absolută 


Să considerăm o serie cu termeni oarecare: 
(So... Xa, 2a, ta,+..+a +... 
1 
ŞI seria valorilor absolute: 


oh d 


LA L4 
4, а 


(5,): Ха = |+ 


167 


Definiţia 4.1.5: Dacă seria (S,): Уа este convergentă, seria (50): Sa, 


se numeşte absolut convergentă. 

Raportul. dintre convergenta simplá (obişnuită) discutată până aici si 
convergenta absoluti este stabilit prin următoarea: 

Teorema 4.1.5: О serie absolut convergentă este convergentă (conver- 
genta seriei (S,) implică сопуегвена seriei (So)). | | 

Demonstratie: 

Vom folosi din nou teorema 4.1.1. Prin ipoteză. déoarece seria (Sj) este 
convergentă, oricare ar fi £ > 0 arbitrar de mic, există un rang N(£) astfel încât 


pentru n > N(€) si p21, are loc inegalitatea: 


< Е. 


+.. TUN 


la, |+ [a 


dio n+p 


Dar atunci, având în vedere o cunoscută proprietate a modulului, putem 


scrie 


8,1 ӘЧ: R2 WA LL < £ ү 


< |а ёр la] Tec 


йр 
ceea ce înseamnă că seria (So) este convergentă. 

Să remarcăm că cele două tipuri de convergenţă nu sunt, echivalente, 
deoarece o serie poate fi convergentă în sens obişnuit fără a fi absolut 
convergentă. Astfel, dacă considerăm seria armonică alternată (vezi exemplul de 


la p. 167) avem: 
@,)= (s. С iar (S): Ур Сш. 252 
ал” (13 pisoar, M 977 TE 


Pe cánd prima. serie este vie patei cea de a охи, eiae я -se cu 
seria armonică, este divergentă. | 

Seriile cu proprietatea de mai sus se numesc semiconver gente. 

Observaţie: Ceea ce este important prin introducerea noţiunii de 
convergență absolută stă in faptul cà reduce studiul convergentei unei serii cu 
termeni oarecare la studiul convergenfei unei serii cu termeni pozitivi pentru 


care există numeroase criterii de convergenţă. 
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Exemplu: 
Să studiem convergenta seriei: 


oo 


ву: YT оек 
1 I 


care, pentru diferite valori ale parametrului a, este o serie de termeni oarecare. 
Pentru a-i determina natura, vom cerceta convergenta absolută. Aplicând criteriul 


raportului seriei (Sj) corespunzătoare obținem: 


A. 
— = lim — 


lim 5 | D er [cos a = 3lcos о]. 
“n 


Prin urmare: 


2 odi a Р A 
a) dacă [соз ol < Ч, (5,) este convergentă, deci (56) este absolut conver- 


- 


gentă şi conform Teoremei 4.1.5, (So) va fi convergentă. 


É I = A 3 ХЭЭР 
b) dacă cos 2) » Fi seria (Sy) este divergentă dar nu rezultă de aici că şi 


(So) este divergentă. Ea ar putea fi semiconvergentă sau divergentă. Ca să 


decidem ne vom folosi de următorul raționament. Deoarece 3соѕ ol > 1 rezultă 


. ГҮ" | j 
d > 1, ceea ce este echivalent cu la, il > 
| Че п 


а n 


pentru n suficient de mare. 


Cu alte cuvinte sirul (8... este monoton crescător, şi fiind un şir de numere 


= +оо, Rezultă că termenul general al seriei (So) nu tinde la zero 


pozitive, lima, 
a noo 


$i conform criteriului de divergentá (p. 159), ea va fi divergentă. 


C) pentru cosa = -£ „nu putem afirma nimic despre (S,) dar seria (So) se 


80 


n? 


transformă în Y, , care, conform criteriului lui Leibniz, este convergentă. 
А 1 


| ШЕР : VA eT 
d) pentru cos & = 3 din nou nu putem decide natura seriei (5,) însă (So) 


A wl 5 
devine 2,—, care este convergentă (teorema 4.1.4, cu à = 3» 1). 
In | 
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: : е Б И bn. . 
Prin urmare, seria dată este convergentă numai dacă cos о) < 3 adică о 
aparţine intervalului: 


| атоо +K, arccos= + (k+ 11 КЄ 2. 


In intervalul deschis, (5, ) este absolut convergentă pe când în extremităţile 


intervalului ea este semiconvergentă. 
4.2 Serii de puteri (serii întregi) 


Definiţia 4.2.1: Fie (a, Y un şir de numere reale şi x € R. Se numeşte 


serie de puteri sau serie întreagă o serie de forma 


(Sp): ax! =аџ+ах+а,х?+...+а, X +... 


Numerele a,, n€ N, se numesc coeficienţii seriei. 


Pot fi considerate de asemenea serii de puteri mai generale, centrate în x "d 


со 


($,): Xa, (x-x,J Sao ta m=. )+..+a (x - x, +... 
care nu diferă in mod esențial de (Sp) si la care se reduc prin substituție 
X = Xo = y (bineînțeles, cu consecințele respective). 

În cele ce urmează ne vom ocupa de seriile de tip (Sp). ° 


Să fixăm o valoare pentru x ; x = x. Seria: 


V д 2 п 
2,8,Хү та, +a,Xo ta,X5 t.. +a Xo +... 


este o serie numerică care poate fi convergentă sau nu. Dacă seria Хах este 
' . 0 


convergentă vom spune сӣ (Sp) este convergentă їп х, , sau că Xp este un punct 
de convergenţă pentru seria (Sp). În caz contrar vom spune că x, este un punct 
de divergență a seriei ($). 

O primă proprietate a serie (5) constă în faptul că ea are cel puţin un punct 


de convergență. Acest punct este x, = 0, ceea ce este evident. 
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Problema care se pune este de găsi şi alte puncte de convergență. În acest 
sens au loc următoarea propoziţie: 


Lemma (Abel) 


Dacă seria Y,a,xo este convergentă în punctul Xo £0, ea este absolut 
0 


convergentă їп orice alt punct x cu proprietatea x| < Ix, ; 
Demonstratie: 


Din faptul că seria Уа, х" este convergentă, pe baza proprietății IV a 
0 


seriilor convergente, sirul (ax), 


este convergent la zero şi, deci, este 
mărginit. Există aşadar un număr M > 0, astfel încât pentru orice n€ N , are loc 


inegalitatea: 


n 
a,x |< M. 


Pentru un punct x » ху, vom putea scrie 


n 
X em a 
Or, seria cu termenul general M|—| este o serie geometrică de гаре | —|. 
У, Ха 


Ținând seama de criteriul comparatiei, va rezulta că seria cu termenul general 


x ^ x X Dur. gw 
lax" este convergentă de îndată ce |—]| <1. adică Ix| < el. Deci in toate 
| Xo 


punctele x care satisfac această inegalitate, seria dată va fi absolut convergentă. 

Din această lemă rezultă că seria (Sp) va fi convergentă în toate punctele x, 
din intervalul deschis (Ук, хә). În mod natural se pune Intrebarea cát de mare 
este acest interval. Răspunsul este dat de următoarea teoremă. 


Teorema 4.2.1: O serie de puteri este sau absolut convergentă pe toată 


axa reală, sau există un număr т> 0, astfel încât seria este absolut convergentă 


pentru Ix| <т şi divergentă pentru |х| >. 
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Definiţia 4.2.2: Numărul r cu proprietăţile din teorema precedentă se 
numeşte rază de convergență a seriei (Sj), iar (—г, г) — interval de 
convergență. 

4.2.1 Determinarea razei de convergență. Criteriul 


Cauchy-Hadamard 


Teorema 4.2.2 (criteriul Cauchy-Hadamard) 


Dacă Y,a,x" este o serie de puteri şi există limita: 
0 


a 
5 . 1 
р = lim vla, | sau р = im el 
© n=% П-Эсо а} 
atunci raza de convergenţă ғ a seriei date este: 
oo dacă p=0 
l D 
r={— dacă 0 < p < œ (4.2.1) 
p 
0 dacă p = + 


Demonstratie: 


‚ Aplicăm criteriul radicalului seriei У, a x"| . Vom avea 
0 


lim fax" = Hm," = іта, = ph. 


Dacă р =0, seria converge pentru orice x finit oricât de mare, deoarece 


d, 


p|x| =0<1. Dacă р= +оо si x #0, rezultă Plx] = +оо $1 seria va fi divergentă 


(raza de convergenţă este nulă). In fine, dacă p este finit, 0 <р < +оо, seria va fi 


convergentă de îndată ce Plx] «1, adică |=-—. Pentru Plx] »1, adică |x| Жез 


| p 
seria va fi divergentă. Aceleaşi concluzii se obțin dacă am folosi criteriul 
raportului. Din acest criteriu rezultă că mulțimea de convergență absolută a seriei 
(Sy) este intervalul deschis (—r,r). În exteriorul acestui interval, seria este 
divergentă (adică pentru x « —r sau x »r). Teorema de mai sus nu ne spune 
nimic despre ce se întâmplă in extremităţile intervalului de mai sus. De aceea, 


pentru a găsi mulțimea maximă a punctelor de convergență, mulțime care se mai 
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numeşte şi domeniu de convergenţă, se cere studiată separat natura seriei (5,) în 


punctele X ——r ŞI X = r, adică, natura seriilor: 
Ya Cr) si Ха, (1) 
Exemple: 


Să se determine domeniile de convergență a seriilor: 
(Su; У(п+1)!х" 
0 


‚ Avem a, = (n * 1)! $i aplicánd criteriul lui Cauchy-Hadamard, obtinem: 


Rezultă r 20 si deci singurul punct de convergență al seriei (5р) este 


x =0, 


(Sp2): 2 “4 


0 


г І T 
In acest caz a, —1, p = іту а | =1, г=- = 1. Raza de convergență va fi 


— 


intervalul deschis (-1, 1) (lucru ce era de aşteptat întrucât (5,5) este o serie 
geometrică de ratie х). În punctul x = –1, seria este oscilantă 51 deci nu este 
convergentă ; pentru x =l, seria are suma +оо, adică este divergentá. Prin 
urmare domeniul de convergenţă al seriei (S52) este intervalul deschis (-1, 1). 


n 


(Si) ag din 
t n 


sală n : 
Avem a, =— şi Ішті = lim—— = 1, p=l,r=1. Seria (5,5) este 
n р а | nel 


convergentă, deocamdată, pentru orice x € (- 1,1). În punctul x = —1, (5,5) devine 


501 


care este seria armonică alternată si deci convergentă, iar pentru х -1, 


wr ' к-с 
ea coincide cu seria armonică У — , care este divergentă. În concluzie domeniul de 
In 
convergenţă al seriei date este intervalul [- k l). ' 
(Sp4): I 
0 n! 
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Ace 1 ar, е 
Pentru această serie a, = — p= lim|— = lim = 0. Rezultă p «0 


nl. n=» = n» p | 


“л 
=. 
аа 


1 . л, : 7, 
= — = оо. Seria (Sy4) este deci convergentă pentru orice — e» < x < +оо, adică 


pe toată axa reală. 


4.2.2 Convergenta uniformă a seriilor de puteri 


Până acum, am studiat convergenta unei serii de puteri în fiecare punct 
x€ К, cu x fixat. Acest gen de convergenţă se nymeşte punctuală (sau 


convergentă punct cu punct). Dacă (Sp) este convergentă în X = x, , atunci şirul 


| | 12: Ч 
sumelor parțiale TAE y, жй „unde s „хој а, xi are o limită finită, pe care o 
k=0 


vom nota cu s(x y). Pe mulțimea de convergență punctuală se poate defini 
funcția: 
х > s(x), x€ (-т, r), (s:(—r, r) >— R) 
care poartă numele de funcția sumă a seriei date şi se scrie 
425 Ya x" 
0 
Exemple: 


1. Seria de puteri: T X Tear р (-1yYy* esteo roeresic сеоте- 
p prog 8 


trică de гаре — х, convergentă pentru |х| <l şi deci va avea ca sumă funcția 


1 ) 
5(х)= —— . Deci, vom scrie: 
1% ла: 


-1-x4x5 -x 6-1) х" +... 


I+ x 
2. Seria de puteri: 
1-x^ +х*...+ (x? 


: : A . ; 2 
fiind, de “asemenea, o serie geometrică de гайс q-— —x^, va avea suma 


ÎN rula TET 
S, = m" Z In toate punctele x € (-1, 1) ŞI prin urmare: 
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I = Үз 4 1ү 20 
Po ct tx* x ук к. 


Să revenim acum la noțiunea de convergenţă a seriei (Sp) într-un punct x,. 
După cum ştim aceasta poate fi caracterizată astfel: pentru orice £ > 0, suficient 
de mic, există un rang №, х,), astfel încât pentru toti n > N(e, х, ), are loc 


inegalitatea: 


s (x,)-s(x,] <E. 
Am notat aici rangul N cu N (3599 deoarece acesta depinde atât de £ cát si 
de punctul x, considerat. 


Definiţia 4.2.3: Dacă se poate păsi un rang N care să nu depindă de 


punctul xo, adică N = N(€), vom spune că seria Max" este uniform conver- 
9. 


genă pe mulțimea pentru care are loc această proprietate. 

n general mulțimea de convergență uniformă a unei serii de puteri este un 
interval închis [- a;a]c (^r, r), în care a сг, adică.un subinterval închis inclus 
în mulțimea de convergență punct cu punct. | 

Seriile de puteri uniform convergente au unele proprietáti speciale, cum ar 
fi: | 

l.suma s(x) a unei serii de puteri uniform convergentă este o funcție 
continuă. 

2. dacă se derivează termen cu termen o serie de puteri, iar seria derivatelor 
este uniform convergentă atunci aceasta are drept sumă, derivata sumei seriei 
date, adică: 

8(х)- а, t 2a,x *3a,x^ +..па, х"! +... 
pentru orice x € |-a,a]c (- r. r), si 


3. о serie de puteri, poate fi integrată termen cu termen pe orice interval 


р 
[о, plc (- r, t) iar suma sa va fi dată de [s(x х. 
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4.2.3 Dezvoltarea unei funcții într-o serie de puteri 


Până acum am vorbit despre suma unei serii de puteri, ca rezultat al 
convergentei sale pe o mulțime de numere reale când am asociat seriei Ya, х", 
: i ^" 3 0 2 


funcția sumă s(x). Ne punem acum problema inversă. Dată fiind o funcție 
F:IR, Ic К, cum putem să-i asociem o serie de puteri a cărei sumă să fie 
tocmai funcţia f, adică să avem: | 

(D): f(x)o taxat h. a X" 9... 

Dacá acest lucru este posibil vom spune cá am realizat dezvoltarea tact 
f (x) in serie de puteri, dupá x. Se înțelege că pentru a scrie explicit această 


dezvoltare, trebuie să cunoaştem mai întâi coeficienţii a, , ne N. 


n? 
Să presupunem că funcția f (x) este indefinit derivabilă, si că intervalul pe 
care această proprietate are loc, conţine originea. În plus, admitem că dezvoltarea 
(D) are sens (este posibilă). Atunci calculând derivatele de ordin 0, 1,2 ... , ale 
funcției f, în punctul x = 0, vom obtine: 
1*0)-r0)-a,. 
f? (0) = (х), = [I-a, #2-а„х+3-а,х +...) ma, 
f? (0) [1-2-a, +1-2-3- ax t.) o 2212, 
Ín continuare, din aproape in aproape, gásim 


f (0)- [I-2..k-a, 1-2. (k 4 Ta, x +..] = kta, , s.a. m.d. 


Prin urmare vom putea scrie: 


`(К) i 
a, 4Ї20) » K=0,1,2,... (4.2.2) 
k! 
şi expresia (D) capătă forma: 
X x? x" 
f(x)- (+ 000) 7 (90). — ros 2 (4.2.3) 
! ! n! 


Scrisă sub această formă, (D) poartă numele de seria Mac-Laurin asociată 


funcției. f (x). Dacă funcția f posedă derivate de orice ordin în vecinătatea unui 


punct x, #0 , se poate scrie dezvoltarea: 


f(x)=a, +a (x -x,)9 a (x-—x,) +... (4.2.4) 
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în care, de această dată, coeficienții a, , k = 0,L2..., se calculează cu formulele: 
£9) , 

9, = mrs (4. 2 4) 
Înlocuind (4.2.4) in а. x 4), obtinem dezvoltarea functiei f in jurul 

punctului Xo , ŞI anume: 
f(x)» f) Ea rt) RR ы, уу, (4.2.5) 
! n! 

Această expresie poartă numele de seria Taylor asociată funcţiei f(x) pe 


intervalul ix. x]. 


4.2.4 Dezvoltári uzuale in serii de puteri 


In cele ce urmeazá vom considera unele funcții elementare si vom construi 
dezvoltárile lor in serii de puteri, ştiut fiind faptul că astfel de funcţii posedă 


derivate de orice ordin (sunt indefinit derivabile). 
1. Fie f(x)=e“, «e В. Avem: 
f(x)=e*,, (0)-1, PEPI соло) ecu; 
[P(x)2oe*, f?(0)- o 
(к) ure", ге) = a 
Aşadar, ținând seama de (4.2.2), va rezulta: 


_ T0). еа 
n n! TT 


98 .90060.00000900660664” v$20660900€606990€048 


n 


51 deci vom putea scrie dezvoltarea (4.2.3) sub forma: 


2 n 
ох (ea (ш) 


eg b: 
l! 2! n! 


M (4.2.6) 


Se constată lesne cá raza de convergentá a seriei din membrul drept este 
r= şi deci ea este convergentă punctual pentru orice x€ R iar pe orice 
interval finit m а,а|, cu a oricât de mare este uniform convergentă. 


În particular pentru о = 1, se obține: 


Га MEE. | 
|! 2! n! 
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care ne dă pe е" ca sumă a unei serii de puteri. Dacă, în continuare, punem 
x = ], găsim: 
] 1 1 
e =]|+—+—+...+—+.. 
15-22 n! 
adică rezultatul pe care l-am folosit la problema aproximării sumei unei serii 
(paragraful 4.1.1, p. 160), când am afirmat cà: 


| КИТ | 
ez Ir v E ++. 
| и 2 n! 


2. Fie funcţiile: f, (х) = cosx, f, (x)= sinx, хє R. Pentru a scrie dezvol- 
tările în serii Mac-Laurin ale acestor funcții vom înlocui în (4.2.6) а =i = 4—1 


. o . i E. * 
şi vom folosi formula lui Euler e" = cosx +isin x. "Avem: 


са ААУ 
€ -cosx-cisinx =1+——+-——+..;+-———+-——————+..= 
Pu TRES (n)! (0-1). 
TT Da (тру, 2n (a yr, 2n+1 
_үүйх ох (-1)х2 i(-1yx 


D RNC ta ur 


Separánd aici partea reală de partea imaginară, prin identificare, obținem: 


2 4 2n 
КЕ + Kakuq саад, (r=) 
; 3 337 „ох!“ p 
sinx sx ere INTAI) Quay ^ (г = оо), x) 


3. Considerăm funcția f(x)= (1+ x)", me R*”, x] « I. Se poate demon- 
stra, prin inducție matematică, cá derivata de ordin ke N a funcţiei f (x) este: 
f? (x)z m(m-1Xm -2).(m =k «114 х)" 
şi deci I» 
aii (HORENIA m, 10(0)-п(т-1), A, 
rt)(0)=m(m-1).(m-k+1),... 
“În consecință, dezvoltarea în serie de puteri a funcţiei binomiale f, va avea 


forma: 


? Această formulă poate fi găsită, spre exemplu în lucrarea [8] 
`” Pentru m întreg şi pozitiv dezvoltarea lui f(x) coincide cu formula binomului lui Newton 
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5 MII сэв Sa e (4.2.8) 


seria însăşi purtând numele de seria binomială. 


Ura =1+ тн ncn 


Din formula de mai sus se obţin reguli de aproximare а funcţiei radical 


(adesea folosite în practică). Astfel, pentru k = 2, găsim: 


1 Р” 1 1 1 2 1 
414-Х514-Х--32, |= ŞI zl-—x-c«—x^,|mz-—- 
(1232. 8 . 2 Jl4 Xx 2 8 | 


4. Să revenim acum la exemplele 1 si 2, p. 176 unde am stabilit relatiile: 


эв 


рен F (CIX a. Ix[ «1 
;-l-x хі, (1) х" eed 
l+ x° 


Integrând termen cu termen aceste serii, obținem două noi dezvoltări: 


2 3 n+l 

п) е Ёо ker (429) 
Ri Met: | à y nel 

wi Anio eer Rd - 1) A. ge |х| «1 | (4.2.10) 


‚ 5. Să considerăm acum din nou funcţia exponențială f (x)=e“ спа = 2, 
ŞI să scriem dezvoltarea ei în serie Taylor în jurul valorii Xo =L. În acest caz, 
vom avea, mai întâi 
fO (х) =е>*, (х= 2e?*. ..., 00 (х) = 25е2* L. 
ŞI apoi 
f Xr) eet 0 ae ns (f(x) 2502, ... 


Tinánd seama de formulele (4.2.4)', dezvoltarea (4.2.5) capătă forma: 


e Nada o Mb, 2, 

1! 2! n! 

[1,2670 26-1 2, 
1! 2! п! 


(4.2.11) 


Să studiem convergenta acestei serii în jurul lui X), —1. Notând x-12 y, 


ea se transformá in seria: 


179 


a cărei rază de convergenţă, în variabila y, este r = оо. Revenind la x prin relaţia 
X = y +1, vom găsi domeniul de convergenţă al seriei (4.2.11) ca fiind intervalul 


(- co, co) centrat pe x, —1. 


4.2.5 О interpretare economică a numărului e ` 


Matematic, numărul e este definit ca limită a şirului cu termenul general 


а, ql ee ifie 
n x n 


şi are printre altele, o interesantă interpretare economică ca rezultat al unui proces 
special de calcul a dobânzii. 

Să presupunem că dispunem de un capital iniţial de 1$, şi-l depunem la o 
bancă care oferă o dobândă de 100% pe an. După un an de zile depozitul inițial 
va spori cu un 1$, astfel că la sfârşitul anului vom dispune de 2$. Să notăm 
această valoare cu D(1), în care cifra din paranteză notează frecvența de calcul a 


dobânzii. Avem deci, la sfârşitul anului: 
 D(1)7 capitalul initial (1 + rata dobânzii) = 1- (1+100%)= L + Н = 2. 


Dacă dobânda se calculează Ја o jumătate de an, rata dobânzii va fi de 50% 


şi atunci capitalul acumulat pe 6 luni va deveni 1,50$. Într-un an vom avea 


5 


D(2)= 10305001 sos) [1e 
Printr-un rationament analog, vom putea calcula: 
ш AGC m 
D(3)=|1+—|, 0(4)=|1+— |, s.am.. 
3 | 4 J. 
În general pentru n€ №, va rezulta: 


D(n)= [ + - 
n 


unde n reprezintá acum frecventa de calcul a dobánzii in cursul unui an. Dacá 
dobânda s-ar calcula în mod continuu, valorile lui n € N, cresc oricât de mult si 


evaluarea capitalului, la sfársitul unui an de zile va fi dat de: 
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lim D(n)= lim 1+- | =e ($) 


n-«e n- n 


Astfel numărul e = 2.7182..., poate fi interpretat ca valoare finală a 
depozitului iniţial care corespunde unei rate nominală de 100% pe timp de un an, 
pe când valoarea efectivă a ratei dobânzii este de aproximativ 172%. 

Observaţie: În teoria matematică a dobânzii se demonstrează că un 
depozit inițial de А $, la o rată a dobânzii de r?6, devine după un interval de timp 
t (exprimat în ani şi fracțiuni de ani), se transformă, printr-un proces de evaluare 
continuă în Ас". 

În particular pentru A = 1$, r = 100% si t= 1 (un an) se obține rezultatul de 


mai Sus. 


4.3 Intrebări de control si exercitii 


A. Aplicatii teoretice (teste) 

Se vor prezenta in continuare o serie de teste grilă in scopul verificării 
cunoştinţelor teoretice prezentate în acest capitol. Fiecare test constă într-o 
întrebare cu patru variante de răspuns. Rezolvarea corectă presupune încercuirea 


afirmațiilor adevărate ; pot exista mai multe variante adevărate sau nici una. 


1. Dacă pentru o serie numerică, Уа, , are loc relaţia lima, =0, atunci 
n 


nz] 25 
ѕепа: 
а) este convergentă pentru orice a, € К, 
b) este convergentă , dacă a, 20, 
C) este divergentă, 


d) ar putea fi convergentă. 


2. Dacă pentru şirul sumelor parţiale lim S, =1, atunci seria Xa, : 


n—}æ nel 
a) este convergentă şi are suma s = 1, 


b) este divergentă, deoarece lim s. #0, 


n— e 
c)ar putea fi convergentă, 


d) ar putea fi divergentă. 
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3. Dacă pentru Ya, , a, 20, şirul sumelor parțiale (s, iL 


n=1 


. este mărginit, 


atunci seria: 
a) este convergentă, 
b) este divergentă , 
C) poate fi convergentă sau divergentă , 
d) este divergentă, dacă (s, ca, este monoton crescător. 
š rud | кув | у LAURI 
4. Fie seria Уа, ,a, 205 Пт = À. Atunci seria: 
n=l 


поо ag 
n 


a) este divergentă, dacă, A 21; 
b) este convergentă, dacă A «1; 
C) este convergentă, dacă А = 0; 


d) este divergentă, dacă А = 0. 


ЫГ 


5. Fie seria Уа, „a, 20 şi limn =l |= н. Atunci seria: 
n= 


поо | « 
Ann 


а) este convergentă, dacă p =0; 
b) este divergentă, dacă <1; 
C) este divergentă, dacă p >l; 


d) este convergentă, dacă u = +оо. 


'6. Fie seria Y C1)'a, , 4, 20 si lima, =0. Atunci seria: 


n=] V aeo 
a) este convergentá, conform criteriului lui Leibniz; 


b) este divergentă, conform criteriului general de divergență; 


C) este convergentă, dacă a, 2 a,,,, pentru orice.ne N ; 


d) este convergentă, dacă a, <a, pentru orice ne №. 


7. Fie seria Уа, $ lima, — 1. Atunci, seria: 


n=l naar 
a) este convergentă, şi are suma s =1 i 
b) este divergentă; 
c) este convergentă, dacă a, >0; 


d) nu se poate preciza natura seriei. 
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8. Seria Ya, este divergentă dacă: 
nzl 


a) lima, 20; 


n-3e9 


b) lima, =1; 


HB — о 


c) lima, =+oo; 


noo 


d) lima, =0, a, Sap, pentru orice ne N°. 


(Цин 12) 


9: Fie'seria Sa, a, 2051 lim Ma, = À. Atunci seria: 
nzl n-»» 
a) este convergentă, pentru À > 1; 
b) este divergentă, pentru À > 1; 


I 
c) este conver rgentá, dacă A = ий, 


d) este divergentă, dacă А = 


| ите p a 

10. Ре Seria Sa, „cu lunn| —3-—]4 9. Atunci, seria: 
mal ü—° 

dI 


a) este convergentă, Pun a, 20; 


20; 


b) este divergentă, pentru a 
c) este convergentă, oricare ar fi a, € R ; 
d) este divergentă, oricare ar fi a, € R. 
st Vr » Т. 
11. Fie seria $} a,x? si lim|—**| = 0. Atunci, seria: 
n-l n. a, 


a) este convergentă, în orice punct x€ R ; 
b) este divergentă, in orice punct x€ R ; 
с) este convergentă, numai în x = 0; 


d) este divergentă, pentru orice x <0. 


a, | = p. Atunci, raza de convergență 


поо 


12. Pentru seria Xa,x" avem lim? 
nzl 
r, este: 
I T 
a) r=—,dacă 0« p < +0; 
p L 


b) r=0, dacă p -0; 
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c) r=0, dacă p = teo; 


d) г-1,4асар-1. 


13. Seria Xa,x" are raza de convergenţă, r = 0. Atunci, seria: 


n=l i 
a) este convergentă, numai în x = 0; 
b) este divergentă, în orice punct x€ К; 
C) este convergentă, pentru x € (0, ео); 


d) este convergentă în orice punct хє R. 
14. Dacă seria Ya, (х —xg)' are raza de convergenţă r = 0, atunci seria: 
n-l ! | | j Ez 


a) este convergentă, în orice punct x € (+ x,,*x,); 


b) este divergentă, in orice punct хє RMx,5 
C) este convergentă, numai în x = x; 
d) este divergentă, în orice punct x€ R. 
. & PM ' n „5 An " 2? . "h 
15. Seria Ха, (x - x,) are lim|———^| =0. Atunci, seria: 
nzl 


n=] ¿< 
d, 


a) este convergentă, în dia punct XE R; 
b) este divergentă, în orice punct xe(- Xo, FX, ); 
C) este divergentă, pentru orice X > X, : | | 
d) este convergentă, în orice punct X * Хү. 
B Aplicatii practice 
Pe baza rezultatelor teoretice prezentate ín acest capitol se pot construi 


algoritmi pentru studiul convergentei seriilor numerice si al seriilor de puteri, 
dupá cum urmeazá: 


В.1 Serii numerice 

I. Serii cu termeni pozitivi ( Ya, ; à, 20) 
) i ; п=] 

I.1 Algoritm de lucru 


1) Se calculează lima, = a. Dacă: 


n—eo 


1.1) a Z 0, seria este divergentă si are suma s = +оо, 
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1.2) a =0, seria poate fi convergentă sau divergentă. În acest caz se 
trece la etapa 2). | | : 

2) Se aplică unul din criteriile de convergență. Vezi (4.1.15), (4.1.16). 
Dacă, aplicând criteriul raportului (4.1.16) suntem conduşi la cazul de dubiu 
(0-1) atunci se aplică criteriul lui Raabe-Duhamel, (4.1.17). 

Observatii: 2.1. Dacá criteriul raportului va conduce la cazul de dubiu 


(2-1) atunci şi criteriul rădăcinii va conduce tot la cazul de dubiu (k —1), 


. а 
deoarece lims/a, = lim =+. 
nh» ne a 
n 


2.2 Dacă nici cu criteriul lui Raabe-Duhamel nu ieşi din cazul de dubiu 
(nedeterminare), sau dacă limitele din (4.1.15)-(4.1.17) nu se pot determina 
datorită dificultăților de calcul se trece la etapa 3. 

3) Se încearcă aplicarea teoremei de comparaţie (Teorema 4.2.3), în care 
сал se procedează la majorarea (<) sau minorarea (>) termenului general al 
seriei date, cu termenul general al unei serii cunoscute (convergentă, respectiv 
divergentă). 


Observaţii: 3.1 Deseori sunt folosite. drept serii de comparaţie, seria 
n з 4 ? ЛУС" « 
geometrică Y,aq" (convergentă pentru lal <l şi divergentă pentru la > 1) sau 
1 


La 2 5 x y We 
seria armonică generalizată Х---, QER (convergentă când >l şi 
rn 
divergentă când o. € 1). 
3.2 Studiul convergenfei poate incepe direct cu etapa 2). Criteriul general 
de divergență (etapa 1) poate fi aplicat atunci când criteriile de convergență ne 
conduc la cazul de dubiu. 


3.3 Dacă se cere şi determinarea sumei s, atunci se determină şirul 


sumelor parțiale s, = a, + a, +... +a, si se calculează s = lims,. 


поо 
1.2 Probleme şi exercitii propuse: 


1) Stabiliti forma termenului general a, , pentru seriile: 


Эн, — 
a) ETERS R: a) a, = 2 ‚ hEN 
2 4 6 2n 
2 2 
b) БЭ... 5) "UE ne N 
"ow 27 3" 
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2) Folosind şirul sumelor parţiale studiaţi. natura, si în caz de convergenţă, 


determinaţi suma următoarelor serii: 


a) ies b) X— 
nal 2 nala | 
c) sarta: hl mda neta tan яа = ака), а> 0 
ce >H b i n+l 
d) Y—————— у S m. 
^ad nnl oc ai on 


R: - a)convergentă, s = lims, «T 


loo 


lal mE. seria converge şi s =——ƏƏ 
b) pentru | (1-а) 
lal «1, seriaestedivergentă ^ 


C) convergentă, s = мааа 


d) divergentă cu s = +оо ` 


e) divergente, s = +оо 
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3) Descompunând în fracții simple a,, să se arate că următoarele serii 


converg si să se calculeze sumele corespunzătoare: 


co 


a) (rs wak R: a) s=] 


s-in(n +1) 

e l | l 
b) y— b) s=— 
| Bn «152 | die 4 


4) Folosind criteriul rădăcinii stabiliti natura seriilor: 


22 aU a m, 

a Y 1 5) У 

DET bx 
A 2 n d n^ 

о Уа" 5 4. : 8 2205 d) ХА) ` a > 0 
n=l n^ nz] n f 


" | 
e) 3! n'*-n^ -m -E 1]; 
n=] ' 


n 
) AFF n p 
D) xXx — n 


n=l n 4 
К: a) divergentă; b) convergentá 


convergentă, pentru a € [0.1) 
S. 3 
divergentă, pentru a € [1,ео) 
5 Р 1 
convergentă, dacă a e | 0,— 
e 


d) €), f) convergente 


ifs Ü anki sol yo 
divergentă, dacă a € |: „oo 
ё 
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5) Utilizând criteriul raportului stabiliti convergenta seriilor: 


а) DNE Ч, За) 
c) > na ,a 20; ) > eem a20 


R: a) convergentă 


b) convergentă 


convergentă, pentru a € (0,1) 
divergentă pentru a € [1,со) 


d) converge, pentru orice a > 0 


convergentă pentru a € [0, l)sau a=lsi а>1 
divergentă dacă ae (1, s a=lşiasl 


m gentă pentru a € D. @ ) 


divergentă pentru a € e: СЭ | 


6) Си ajutorul criteriului lui Raabe-Duhamel  studiati 


următoarelor serii: 
3 ын К: a) convergentă; 
a x g 
1 
b) Y ў (01 n). { | b) divergentă; 
п=14" (n!) 
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convergenta 


Y р 1 
convergentă, dacă a € | 0, – 


- e 
c) Ya" a>0; c) ; 
nzl 2 = ын 1 
divergentă, dacă a e |: a=) 
e 
P ы convergentă, dacă a є (0,1) 
d) Жа” aSo: d | - 1 
n=l divergent, dacă a € [1, со) 


2-1 €) convergentă. 


7) Folosind teorema 4.1.3, de comparaţie, studiati convergenta seriilor: 


5 i 


a) Y———; R: a) convergentă; 
nin” *n4l | 
eim | ы 
b) X—: b) convergentă; 
nsin 

c) Y ie C) divergentă; 
n-12n +3 ë , ări 
-4 | 

d) 5, 


—— АГ d) convergentă. 
пуд + n? 4] 


n-1 


II. Serii cu termeni alternanti ( (-1) 4,5 a, 20) 


П.1 Algoritmi de lucru 


1) Se calculează lima, =a. Dacă: ` 
n 


— 


1.1)а # 0 = seria este divergentă (conform criteriului de divergență) 
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1.2) a=0 se trece la etapa 2) 


2) Se stabileşte monotonia şirului (a, je 


an €a,; (monoton descrescator) 


lima, = 0 
n—yeo 


seria este convergentă (criteriul lui Leibniz) 


2,8 A, Sau 


(crescător), sau (a, ) nu este monoton nu putem decide 
natura seriei. | 
Observatie: În acest ultim caz, putem proceda astfel: 
a) privim seria ca pe o serie cu termeni oarecare şi se incearcă aplicarea 
criteriilor lui Abel si Dirichlet. 
b) se studiază convergența absolută a seriei si se aplică teorema 4.1.5 
II.2 Exercitii si probleme propuse: 


1) Folosind criteriul lui Leibniz, аг ай cá următoarele serii sunt 


convergente 
< 1} STANT AP 
9 xcu n+I "meo А ©) Х| ) n 
< n+l (n + n S n N +1 
b) XC 22414. d X(1)"-— 
E n I um 


2) Studiati convergenta seriilor alternate: 


a) 363) А К: а) divergentă; 
n=l | n i5 I 

b) TCI. b) divergentă; 
п=і n+l 

c) ico". C) convergentă; 
n=1 n: 

d) cop 1 I d) divergentă; 
n=l П + 1 

c) $c — 4 ; e) convergentă; 
n=l In(n * 1) 
28 : 9n 4 L 

f) y (-1) ze, f) convergentă. 
n-l n: 
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III. Serii cu termeni oarecare ( Ya, sa, ЄВ) 


п=] 


III.1 Algoritm de ear 


1) Calculám lima, = a. Dacă: 


044. 
Ll. ая 0, seria este divergentă (conform criteriului de divergență) 
1l 2.  a=0,setrece la etapa 2) 

2) Se scrie a, sub formă de produs, (*) = a; p; astfel încât O, și D, să 
satisfacă condiţiile din criteriul lui Abel sau al lui Dirichlet. 

Observaţii: 2.1 descompunerea (*) nu este unică; în general există o 
infinitate de condiţii posibile de acest fel, ceea ce face dificilă aplicarea acestor 
criterii. De obicei se fac multe încercări până la obținerea unei descompuneri 
convenabile aplicării criteriului de mai sus. 

2.2 ca şi criteriul lui Leibniz, aceste: două criterii oferă condiţii suficiente 
(nu şi necesare) de convergenţă. Deci айса una din ambele condiții din aceste 
criterii nu Sunt satisfăcute, nu rezultă că seria este divergentă (în această situaţie 
nu хе poate spune nimic de natura seriei). 

2.3 este de preferat studiul absolutei convergențe (vezi cap. următor) 
pentru a se putea trage concluzii asupra seriei iniţiale. 

III.2 Exerciţii si probleme propuse 


1) Aplicând ‘criteriul lii Dirichlet агаар că următoarele serii sunt 


convergente; 
gt : 2 
e sinn-sinn шура, 
а) > = b) X 
п=] N n? 
| Indicaţii: 
ж í TON | 
а) а,-0,Р,:0,/5--В =sinn-sinn2: i 
4n 
l 
b) analog ; &, =— , f), =sinn-cosn? 
РЕ 


191 


2) Arătaţi că următoarele serii sunt convergente conform criteriului lui Abel: 


| Ї 
“ cosn«cos — 


c n n wr 
à ECU— b) $— ——. 
nzl Inn nzl De. edi 
Indicaţii: 
a). aa = e P, , C. m C ) В, =A n. 
Inn 
b) d, — c.p, Ча T 1022 , p, COS — 


IV. Serii absolut convergente. Serii semiconvegente 
IV.1 Algoritm de lucru 


.1) Se studiază convergenta Yla,| cu criteriile de la serii cu termeni 


nl 


pozitivi. Dacă: 


a) seria Уа. | este convergentă, atunci Xa, este convergentă. 
n=l 


nzl 


b) seria Yl,| este divergentă si divergenta seriei modulelor a fost 


nz 


nzl 


stabilită cu ajutorul criteriului raportului, atunci si seria Ya, este divergentă. 


C) seria Уа | este divergentă, iar convergenta seriei modulelor a fost 
n=l : | 
stabilită cu alte criterii decât cel al raportului sau rădăcinii. Se trece la 2). 
2) Se studiază convergenta seriei Уа, cu celelalte criterii: (Abel, 
n=l 


Dirichlet, Leibniz) sau cu criteriul general de divergență. - 
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IV.2. Exercitii şi probleme propuse 


1) Să se studieze absoluta convergență şi semiconvergenfa următoarelor 


serii: 
e n+ l zs p ruf 
c -] hb а b -1 EU 
) x ) n+2 ) zí ) n” 
AN ELLE. AM Z. Sin 
-1) ———— d 1] 2 E rmm PK: R 
UP RECO NS du аа" 
à =, sin(na) aui py a+l) n ac RM2] 
па 2" | n-| a—2 n? +I x Zi 


PT ua Lí. .1-a ly A ГА 
8) bl n Der ч 4 


R: a) semiconvergentă 
b) absolut convergentă 
с) semiconvergentă 


d) absolut convergentă, pentru orice ae R 


x 5 in : 
ae Ч Кл— % „KT + 3| seria este absolut convergentă 
€ 7. š 


Л 3л ч ну, ыб» A 
e) {ає ч Клт+—,л+ 4 | seria este divergentă 
kez 4 4 


| Л ч 
Jae Ë T ke 2 seria este semiconvergentá 
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a€ (—,0)U $^ , Seria este absolut convergentă 
2) : i 
a€ 2 uas seria este divergentă 
3 | 


- 


IV. Serii de puteri ( Ya x" sau Ya, (x-x,)) 


n=] n=l 


Pentru studierea convergentei seriilor de puteri- de forma Ya x" 
1 i LI 
utilizează următorul: 


IV.1 Algoritm de lucru. 


noo 


14 . [a ' 
1) Se determină p = lim =+ sau p = lim да ` 
ган n-)9 n 
a, 


) р | 
2) Se determină rază de convergență: r= {+оо ; р-0. 


0 3 p = + 


3) Se scriu intervalele de convergență, respectiv divergență conform regulilor: 


a) pentru x € (- r, г), seria 23a,X" este convergentă, 


nzl 


b) pentru x € (- oo,—r)U (reo), seria Xa, x" este divergentă. 
: nzl 


c) cazurile x = tr se studiază separat. Dacă în unul sau în ambele 


puncte seria respectivă este convergentă se obține domeniul de convergenţă al 


seriei Уа №, 


nzl 
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г = 0, atunci, $ a,x", converge numai în x = () 
0 


. 
э 


Observaţii: 3.1 Dacă 
r = teo, seria Ya, x" converge pentru orice x € R 


3.2 Dacă seria de puteri este de forma YX;a,(x—x4) , se face notația 


n=l 


(*)y 2 x ^x, obținându-se seria Ха,у". Se studiază convergen[a acestei serii 


nzl 
după modelul de mai sus, revenindu-se în final la variabila x folosind din nou 
relația (*). 
IV.2 Exercitii si probleme propuse 
1) Să se determine domeniul de convergență pentru următoarele serii de 


puteri: 


a) SE R: а) xe[-t1]. 
n=l 
b) Yon m Dus b) x€ R 
nzl n : 
c) Sp, c) xe (-2,0] 
| п=] Inn 
d ey E. | ^d xeCLi] 
n=l 2n | 
e) P cs) | .€) хє (713) 
гэм emt a : | 
0 X xy; f) xe (0,2) 
n=l yE ын · t 
g) y n*(x43) ; g x--3 
nzl 
h) тї, L5 | h) xe (- 2,4] 
nzl п-9 
/ a (х-2) . ! 
MERE 2,58 B^ 
s £4 n+l 
j) $i : (х-17: j) хє(02| 
= 2041 
о 5915". k) xeR 
n=l n: “ 
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V Dezvoltări în serii de puteri 
Pentru a scrie dezvoltarea unei funcţii f:I— R în serie de puteri, se 


foloseşte dezvoltarea Taylor: 


И (а) 
(*) f(x)» Уа, (х-х,)" , cu ља ha б) „ep 
n=0 n: 
sau dezvoltarea Mac Laurin: 
A | (n) нэ 
(95) f(x)- Уаах",сиа уг 201 xeD 
n=0 n: 


în care D şi D’ sunt domeniile de convergență corespunzătoare. 

Algoritmul de lucru 

1) Se calculează derivatele fV xy Б.А f (x йл ŞI se găsesc 
coeficienții (*) sau (**). 

2) Se scrie seria Taylor sau seria Mac Laurin asociată funcţiei f(x) 
folosind relaţia (*) sau (**) şi se determină domeniul de convergență prin metoda 
indicată în paragraful 2 al acestui capitol. ] 

Observatii: 2.1 Pentru a obfine o dezvoltare ín serie, funcția respectivă 
trebuie să fie infinit derivabilă; valoarea x, ín jurul căreia se obține dezvoltarea 
trebuie să aparțină domeniului de definiţie al lui f(x ), ori care ar fi ne N; 

2.2 Pentru x, =0 se obține cazul particular al dezvoltării Mac-Laurin, 
caz mai uşor de tratat şi care, de obicei, este folosit 988524 2562 unor formule de 
aproximare (vezi numărul e, radicalul etc.) 

2.3 Dezvoltările (*) şi (**) sunt valabile numai pe domeniul de conver- 
gen[d D şi respectiv D”, în care caz suma seriei de puteri este funcţia f (x D) 

V.2 Exercitii si probleme propuse 

1) Determinati primii 5 termeni din dezvoltarea Taylor pentru următoarele 


funcţii, în punctele indicate: 


a) f(x)» xe*; x, 2-1; b) t(x)- X, =l 
X 
c) f(x)= ух; DET d) f(x)= xcosx ; х 


e) f(x)= x? In(L 


Pai 
ху 
Pai 
e 
lI 
O 
l 
рэн 
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1 1 1 
К: а) ay 2-e'',a =0,a, =—,a, =—,a, =— 
55, "u Qa ` ue ^ ж 
b) a tad 
LA = 2d 1 


d) сы ааа 8 4 
Ч TU J2 Л 
1614 48 4 
ә Зе? = 4e +] Se? — 3e? Mew] 
а, —le—-1J),a =— a , = л 
s ei Ur e i 2e*(e - 1) 


2) Să se determine dezvoltările Mac-Laurin pentru functiile: 


-Х 2n 


a) f(x)= „XER; R: а) f(x)2 УХ 
a N! 

| 1+ х х?" 

b) f(x)- ani, хє (- L1); b) 24 owe 


3) Cu ajutorul seriei binomiale arátati cá pentru x Є(- 1,1), avem: 


n+] | 
: -]1-3x-46x/4. ( „= CU n(n +!) 80144) „4, 
(x) (ex) n 2 
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4) Punând x = în dezvoltarea Mac-Laurin a funcției £(x)= arctex, 


1 
43 
care este: 


3 5 2141 


arctgx = tati 1) x 
3 5 2n +1 


+... Ci 


să se determine seria numerică a cărei sumă este numărul irațional z.(z = 3.14...) 


l 


2C y 48 (2n + Dp" 
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5 FUNCȚII REALE DE n VARIABILE REALE 


Funcţiile de mai multe variabile se întâlnesc în procesele de modelare 
complexă a diverselor fenomene din natură sau din viaţa socială. O importanță 
deosebită o au modelele economice pe baza cărora se stabilesc caracterizările la 
nivel micro şi macro al fenomenelor economice precum şi analiza economică a 
desfăşurării lor. 

În acest capitol au fost incluse noţiuni şi concepte de bază a teoriei 
funcțiilor de mai multe variabile. Deoarece trecerea de la funcțiile de o variabilă 
la funcţiile de n variabile implică unele aspecte noi când se tratează noţiunile de 
limită, continuitate, derivabilitate etc. a apărut necesitatea de a se prezenta în 
fiecare problemă tratată, mai întâi cazul funcţiilor de două variabile, extensiunea 
noțiunilor respective la funcții de mai multe variabile făcându-se de o manieră 
formală. | 

De asemenea s-a considerat utilă introducerea în studiul funcţiilor a unor 
paragrafe speciale care se referă la metoda 'sectiunilor plane pentru studiul 
variaţiei funcţiilor, cu aplicaţii în economie (funcţii de producţie, de utilitate etc.) 
$1 tratarea unor indicatori economici (ritm, valori marginale, elasticitáti partiale 
etc.). Se insistá, de asemenea, asupra caracterizării proceselor de producţie cu 
ajutorul funcțiilor de tip Cobb- Douglas. | 

O altá sectiune importantă a acestui capitol este cea legată de teoria 
extremelor libere (cu aplicaţii în problema ajustărilor analitice care permit 
elaborarea prognozelor economice) şi a extremelor condiţionate cu implicaţii î în 
optimizările neliniare, Un exemplu este oferit de problema maximizárii utilității 
în raport cu cererea consumatorului. 

“Pentru asimilarea acestui capitol sunt necesare cunoştinţe de Analiză 


matematică privitoare la teoria ы reale de o variabilă reală. 
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5.1 Preliminarii 


Fie X = (xi, Xo, ..., Ха) un vector din R". Vectorului X i se poate pune în 
corespondență, ín mod  biunivoc, punctul P (xi, X», ... » Xn). Numerele 


(Хү, Xo, Xn) Se numesc coordonatele lui P. Dacă Ро(хт. Xi = X? ye R", 


distanța de la P la Po este dată de formula: 


5 хэ 4 ,042 A TUNE 
Sou ela p L КАЛ 


d (P, Po)= 


5.1.1 Multimi în К" 


Definiţia 5.1.1 Fie Y>0 si Роху, X5, ...,х, Je R". Se numeşte domeniu 

sferic n- dimensional deschis de rază y şi centru Po, mulțimea: | 
Sy (Po)= {Р(х1, x... x)eR']d (Р, Ро) <үр _ 

Dacă condiţia d(P, Po) < y se înlocuieşte cu d(P, Po) < y, mulţimea cores- 

punzătoare se numeşte olari sferic de Dimensional închis şi o vom nota cu 
ok S.(Po)= (Plus Хә, pa?) ЄЁ 4, Po) € y) 

Reprezentările geometrice ale acestor mulțimi în R?, R? ŞI R'=R sunt cele 
de mai jos: 

— în RI=R, S.P) S (Po) este intervalul deschis (închis) cu centrul în Po de 
lungime 2y, 

МИ?) S /(Po)( S (Ро) este discul deschis (închis) cu centrul in Po de rază ү, 

їп R° S (Po)( S (Po) 20 sfera deschisă (închisă) cu centrul în Po de rază y. 

| Definitia 5.1.2 Fie PoE R". Se numeşte vecinătate a lui Ро, orice domeniu 

n-dimensional dese his cu centrul in Ро având raza £ > 0 oricât de mică: 5, (Po). | 

Definitia 5.1.3 Fie ACR", o mulţime dată. Punctul Pe R" se numeşte 
punctul de acumulare al mulțimii A, dacă orice vecinătate a sa S; (P) contine cel 
putin un punct Qe A şi Q P. | J 

Definiţia 5.1.4 O mulțime care îşi contine toate punctelede acumulare se 


. a . м ^ * w A * A . A 2 
numeşte mulțime închisă (sfera închisă in R^, discul închis in В? etc.). 


Definiţia 5.1.5 Fie ACR”. Mulțimea A se numeşte mărginită dacă există 


un domeniu sferic n-dimensional S S (Po), Poe A, Pe A, care să o conțină. În caz 


contrar mulțimea A se numeşte nemăreinită. 


5.1.2 Şiruri în R" 


Să presupunem că fiecărui ke N îi asociem punctul Pe R^ .Se obține astfel 
un şir de puncte (Р),ем din R”. Dacă coordonatele lui Р, sunt (x19, x99... x (9), 
sirului de puncte (Pen 1 se pot pune în corespondență biunivocă n şiruri de 
numere reale: (х) ск (x 8 € eso (x ®© en care se.numesc şirurile coordona- 
telor. 

Definiţia 5.1.6 Fie (Pike un sir în R" şi Poe R". Spunem că şirul (Pen 
converge la Po , dacă oricare ar fi Е>0, există K(e) astfel încât pentru orice 
К>К(е), d((P, Po) < €. 

Scricm 


lim P = P, sau Pj — Р, 
| 


Es 
Dacă | punem în evidență coordonatele punctelor P, si Po, 


P ҮЛ Ө QUO. Y ap М Po(x1, x5, ... X? ), inegalitatea Ч(Р,, Po) se traduce prin 


(xÜ) —х?)? PRY- x8) 4e (x? — x9)? ag, 


De aici, urmeazá cá oricare dintre termenii de sub radical, luati in modul, 


sunt inferiori lui є, adică: 


(k) 


[хоху |е, xf-x?| « e, ..., | x: -xi|«& k » Ke 


Aceste n inegalităţi ne arată că din convergenta sirului Р, la Po decurge 
convergenta şirurilor coordonatelor la coordonatele lui Po, adică: 


) k) 


zx" linx?- T х тхо 


k- k— 


lim xn : 


0 
= Хх, 


Este adevărată şi reciproca afirmației precedente, adică: fiind date n şiruri 


reale (x Ë Dak. i =1,п п, convergente « cu lim x 5 ы 1 =1,n, şi formând cu aceste 


К-эсо 


şiruri şirul (Р) см unde P, are coordonatele (хи үх atunci 


RR Ty ГЭ 
lim Pix x эх, )e Po(x Pax eux) 


Mulțimea D este sfera închisă cu centrul în originea axelor de coordonate si 
„rază egală cu unitatea. Mulțimea valorilor funcţiei este intervalul Тє[0,оо). 

2. Funcţia cost f(xi, X», ..., Xn) = Co + Суху + Сох +... г Х, ÎN Care Co, CI, С 
sunt costuri specifice în xj, X2, ..-, Xn, reprezintă numărul unităţilor de materie 


primă folosită în realizarea unui produs (funcţia cost), este definită de mulţimea: 


Р={(х хә,...,хь)є R” | x20, 1=1, п ), cu valori în IER, (deoarece c;20, і=1, п). 


5.2.5 Funcţia de producţie. Izocuante. Funcţiile Cobb-Douglas 


„O problemă importantă într-un proces de producție, este cea a influenței 
diverșilor factori variabili S;, S2, ..., Su la realizarea unui anumit produs de către 
întreprindere. Dacă notăm cu u cantitatea de produse realizate într-un anumit 
interval de timp şi cu qi, і=1,п, contribuția factorului Si, atunci producția u a 
întreprinderii respective trebuie privită ca o funcție de parametri qi, 42, ..., 4: 
и = f(qi, qo, ..., qa). O astfel de funcţie se numeşte functie de producție. 

Considerarea unui număr cât mai mare de factori care determină producția 
ar fi de dorit, deoarece prin aceasta se obține o imagine mai exactă a fenomenului 
economic ce însoţeşte producţia. Totuşi, mărirea numărului de factori variabili 
complică mult problema care se studiază. Din acest motiv sunt preterate modelele 
economice în care numărul variabilelor este redus numai la acei parametri care 
„influenţează în mod esenţial un fenomen economic dat. Astfel, dacă am considera 
că producția este determinată numai de doi factori A şi B a căror contribuţie se 
manifestă prin parametrii p şi q atunci funcţia de producţie corespunzătoare va fi 

| U= бр. q) 
“şi se уа reprezenta în spațiul R? printr-o suprafață. O vom numi suprafața 
producției. Curbele de nivel ale acestei suprafete | | 
f(p, q) = const. 
se numesc curbe de producție constantă sau izocuante. O curbă a acestei familii 
contine toate punctele (p, q) ce reprezintă cât din fiecare factor A si B contribuie 
la realizarea unui anumit nivel de producţie. Aceste curbe nu se intersectează, 
prin fiecare plan din planul pOq trecând câte o singură curbă de nivel constant. 


Sectiunile verticale prin suprafața producției cu un plan р=а arată variația 


producției când contribuţia factorului A este constantă şi numai factorul Bo; 
influenţează. Dând lui a diverse valori: aj, à», ..., an se obțin diverse sectiuni . 
verticale. În mod similar putem obține imagini ale nivelului producţiei, dând 
valori constante lui q. Cu ajutorul sectiunilor verticalei ne putem da seama, de - 
exemplu, de existenţa unor valori de várf ale producției sau a valorilor staţionare. 
Consideraţii similare se pot face şi în cazul funcțiilor de producţie de mai multe 
variabile. | | 

Funcţiile de producţie Cobb-Douglas | 

În 1928, Cobb ŞI Douglas au construit o relaţie simplă în care producția este 
rezultatul inmultirii factorului muncă A cu factorul capital B. Dacă influenţele 
acestor factori se traduc prin parametrii p şi q, atunci cea mai simplă formă pentru 
functia Cobb-Douglas este | 

Q-kp'q"* kso otadi 

unde 0 « à « 1, u — reprezintă producția, р — munca utilizată $i q — capitalul in 
funcțiune, toate exprimate în anumite unități definite în mod convenţional. 

Constanta K se interpretează ca un coeficient de eficienţă a factorilor A şi B 
în realizarea producției de nivel u. Constantele k ŞI & se determină pet cale statis- 
пса: O formă mai completa pentru funcțiile Cobb- „Posea este: | 

| Q= kp^q* А> 0 
în саге ,, Sip reprezintà indicatori ce exprimá modificarea producţiei î în funcție de 
modul de variație a cantității de muncă şi, respectiv, în funcţie de capitalul în 
funcțiune. Analizele ulterioare au arătat că funcțiile de mai sus prezintă unele 
lacune motivându-se caracterul 4or static şi sfera incompletă de cuprindere. 
ас а conferi un caracter dinamic a acestor funcţii s-au propus reprezentări de 
tipul 
Q = kp'q"te" 

în care t este timpah iar V un parametrü care reprezintă influenţa progresului 
tehnic la momentul t asupra facorilor A şi B. Dacă presupunem \у= const., funcţia 
de mai sus apare ca o funcție Cobb-Douglas tridimensională. 

 Izoctiantele şi secțiunile verticale relevă faptul că graficele funcțiilor de 


producție, constantă sunt descrescătoare 51 convexe, iar graficele în care unul 


planele de coordonate, curbele de intersecţie numindu-se „secțiuni plane”. Astfel, 
sectionánd suprafaţa z = f(x, y) cu plane 2 = const. (paralele cu planul x0y) şi 
proiectând curbele obținute în în planul xOy, obținem în acest plan o rețea de curbe 


care se numesc curbe de nivel (fig.5.2.a). Aceste curbe pot fi privite ca locuri 


geometrice ale punctelor de suprafatà în care z ia valoare constantă: f(x, y) = const. 
Z n 


Fig.5.2.a 


În figura 5.2a am reprezentat curbele de nivel ale suprafeței z = Y. y 
corespunzătoare secțiunilor plane; z = 1, z = 2 şi 7 = 3 care sunt cercuri concentrice 
de raze 1, 42 ŞI 43 , având centrele în originea 0. Secţionând suprafaţa cu plane 
paralele, cu planele verticale x0z sau yOz 51 proiectánd curbele obtinute in aceste 
plane obținem o rețea de curbe plane care poartă denumirea de secţiuni verticale. În 
figura 5.2.b am reprezentat sectiunile verticale corespunzătoare valorilor y =0 si 
у = 1,8 care se obțin prin sectorarea suprafeţei z = 2(x^4- y^) cu planele respective. 
| Ecuațiile acestor curbe sunt, respectiv: 2 = 2x7 şi z = 2(x^ - (1,8)?). În general dacă 
intersectăm suprafața z = f(x, y) cu planele y = yo sau x = xo, atunci: 

z = f(x, yo) si z = (Хо. y) 
reprezintă ecuaţiile sectiunilor verticale în planele xOz si respectiv у0. 

Exemple: 1. Funcţia f(x, y) = а(х^+ y^) ste definită în tot planul. Deci - 
D=R?, deoarece oricărei perechi (x, y)e R, îi corespunde o valoare bine determi- 
nată pentru f. De exemplu, în punctul Po(1,2), valoarea fuctiei este f(1,2)=5a. 


Pentru a > 0, mulțimea valorilor funcției [= [0,99), iar pentru a < 0, I = (-c0,0)]. 
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2. Funcţia z = In xy este definită numai pentru acele valori ale lui x şi y 
pentru care produsul xy > 0, deci D=((x,y)e В? | xy > 0). 

Multimea D este alcatuită din toate punctele situate in cadranele unu şi trei 
cu excepția punctelor de pe axele Ox si Oy. Mulțimea valorilor funcţiei I = R. 

Curbele de nivel z=c sunt date de ecuaţiile xy 2 e^ şi sunt hyperbole 
echilatere iar secțiunile verticale y =b »0 (х =a > 0) sunt curbele logaritmice: 


Z=Inx+Inb (respectiv, z=Ina+Iny) 


5.2.4 Funcţii de n variabile. Aplicaţii în teoria economică 


Noţiunea de funcție de n variabile (sau de n argumente) este o extensiune 
naturală a noțiunii de funcţie de două variabile. 

Definiţia 5.2.2 Fie D o mulțime de puncte din R" şi Lo mulțime de numere 
reale. O funcţie reală de n variabile reale definită pe D cu valori în I (f: DI, 
ОСЕ", ICR) este o corespondenţă (aplicaţie) care asociază fiecărui sistem 
ordonat de n numere (Хү, Хо, ..., Ха) Sau fiecărui punct P(xi,X2,...,X9)€ D, un număr 
real unic uc I. ; 


Se notează: u = f(xi, x», ..., Xn) sau u = Р), Dacă punctului Po(x ?, x,..., x? ) 


n 
îi corespunde numărul uo, vom scrie ug = (хо, x9,..., X?) sau цог (Ру) şi vom 
spune că uo reprezintă valoarea funcției în Po. 

Facem observaţia că atât în cazul funcțiilor de două variabile cât şi a celor 
de n variabile (sau n argumente) cu n>2, corespondența dintre elementele 
mulțimii D şi elementele mulțimii I, poate fi exprimată printr-o formulă care 
indică legătura dintre cele n argumente şi elementul mulţimii I, sau printr-un tabel 
în care se dau valorile argumentelor şi valorile pe care le ia funcţia pentru aceste 
argumente. 

Observaţie: În cazul funcţiilor de trei variabile argumentele ху, Хо, хз se 


mai notează cu xz, y. 


Exemple: 1. Formula u = J1- x^ - y? —z? , defineşte о funcție reală de 


variabilele x, y, z, care există în toate punctele din spaţiu care verifică inegalitatea 


Kr -i-z > 0, adică D = (Quz y) | +y2+z2< 1). 


Exemplu Fie, în R. şirul (Piu) кєм CU X = 2+—, ул а реа x Să 


demonstrăm că lim P=Po, unde Po are coordonatele (2,-1). 


Кә 


Condiţia de convergenţă: 


^ 2 э 
d(P,, Po)= 0+—-2) mA хацар sk 


Ç 


uM CM 


Sat . Luând 


pentru orice £20 si oricât de mic, revine |: Г 
" Jj ЗР F 


=>], ([x]-partea întreagă a numărului X), condiţia d(P.,Po)<e este 


satisfăcută pentru orice К«К(6) şi deci Pj — Ро. Pe de altă parte, observând că 


ko 


lim x72 şi lim п ук=-1, vom deduce că şirul (хк, yk) = AÀ -1)şi deci icm din nou 


k уо 


că lim P = Po: 


5.2 Funcţii de mai multe variabile 


5.2.1 Funcţii de două variabile 


Definiţia 5.2.1 Fie D o mulţime de puncte din din plan şi I un interval al 
axei reale (DCR, ICR). Dacă oricărei perechi (x,y)e D i se pune în corespon- 
dentá printr-o anumită lege f, în manieră unică, un număr ze 1, spunem că am, 
definit o funcţie de două variabile ŞI o notăm z = f(x,y) sau f: DI. | 

Dacă Ро(хо, yo) este un punct din багад сайн (Хо, yo) îi КҮЗӨТҮ" numà- 
rul zo, vom spune că zo este valoarea funcției f(x, y) în punctul Po şi vom scrie 
Zo = Хо, yo) sau zo = (Ро). | 

O funcţie este definită într-un punct numai atunci când valoarea ei în acel 
punct este finită. Ca $i în cazul funcţiilor de o singură variabilă, P trei elemente 
caracteristice unei funcții de două variabile sunt: 

-D — domeniul de existentá(sau de definitie), f — corespondenta si I — 


multimea in care functia ia valori. Modificarea unuia dintre aceste trei elemente 


conduce la o nouă funcție. Deoarece atât (x,y) cât şi z, sunt numere reale, 


z = f(x,y) se va numi funcţie reală de variabilele reale х şi y: 


5.2.2 Imaginea geometrică a unei funcţii de două variabile 


Considerăm un sistem de trei axe reciproc perpendiculare Oxyz in care хОу, 
y0z şi x0z sunt planele de coordonate şi fie fÉDOR, DCR o funcţie dată. 
Reprezentăm mulțimea D în planul x0y (fig.5.1). 

Din punctul Ро(хо, уе D 
ridicám o perpendiculará pe planul 
хОу şi luăm pe această dreaptă un 

Segment de mărime zo = f(xoyo) în 
sensul axei 02 dacă 2»0 sau in 
sens contrar dacă zo < 0 (în fig.5.1 
toate valorile funcţiei f au fost 
considerate pozitive). 


Localizăm astfel, în spațiul R?, 


3 Тан | ED | buda Qo Ac cárul coordonate 

Fig. 5.1 | sunt (Xo, yo, 20) = (Xo, yo, f(Xo, yo). 
Procedám in acelasi fel cu toate punctele din D. Vom obtine o multime de puncte 
[in spatiu care definesc o figură geometrică ce poartă numele de suprafață (ca 
obiect geometric). Ne vom referi la ea, numind-o ка z = f(x,y). Prin 
analogie cu graficul unei funcții de o variabilă am putea defini multimea de 
puncte (x, y, f(x,y)) din R ca fiind graficul funcţiei de două variabile z = f(x, y). 
Se stie că prin cunoaşterea graficului unei funcţii ne putem da seama de variația 
ei. În cazul funcţiilor de două variabile acest lucru nu este posibil deoarece 


reprezentarea geometrică din fig.5.1 ne dă imaginea de perspectivă a graficului si 


nu imaginea reală a acestuia. 


5.2.3 Secţiuni plane 


Pentru a studia variaţia unei funcţii de două sau mai multe variabile se 


practică, imaginar, secţiuni ale suprafeței corespunzătoare cu plane paralele cu 


dintre cei doi factori este ţinut constant, nu prezintă vârfuri ale procesului de 
producţie. 


Există încă multe alte forme, pentru funcțiile de producţie (vezi [1], [20]). 


5.2.6 Funcţii de utilitate. Curbe de indiferență 


Să presupunem că un consumator are preferință pentru două bunuri de 
consum A şi B. Vom nota cu p şi q doi parametri ce descriu pondera acestor 
bunuri în preferința consumatorului şi cu U, măsura în care o anumită relaţie între 
p şi q îl satisface. Se poate defini astfel funcția: 

U=U(p,q) 
. care poartă numele de funcţie de utilitate sau indicator de utilitate. 

Valorile lui U cresc, rămân constante sau scad. după cum cumpărătorul 
consideră că o anumită combinaţie între cei doi factori p şi q îl satisface mai bine, 
il lasă indiferent sau îl dezavantajează. 

Liniile de nivel ale supraretei de utilitate 

| U(p,q)-const. 

alcătuiesc o familie de curbe care poartă numele de hartă de indiferență a 

consumatorului. O curbă a acestei familii se numeşte curbă de indiferenţă. Ea se 
obţine fixând constanta din membrul drept: (Cı) corespunde la U(p, 9) = с 
(C2) corsa тиг la U(p, q) = Сэ etc. Orice punct P de pe o curbă de indiferenţă 
Pe (C) sau Pe (C?) s.a.m.d. îi procură consumatorului acelaşi nivel de utilitate, în 
| timp ce puncte de pe curbe diferite Pie (Ci), Рє(С›) corespund la utilităţi 
diferite. Să mai remarcăm că prin fiecare punct din plaa trece câte o singură curbă 
de indiferență, iar acestea nu se intersectează. | 


Exemplu Se consideră funcţia de utilitate 


Ор, 9) =р+9 *24pq.p.q20 
Curbele de indiferență U(p, 9) = а; sunt cercuri cu centrele în punctele 


Аа, ai), tangente axelor Ор si 04 de raze R; = ai, de ecuații: 


(P-a)? + (q-a) =a?, і=1,2,... 
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„Problema utilității poate fi generalizată astfel: dacă un consumator are un 
ansamblu de preferințe. A1,A25,...,A, în proporțiile Qq1.02.....q», atunci funcţia de 
utilitate a sa va fi dată de 

U=U(qi, q2, ..., dn) 


adică va deveni o funcţie de n variabile. 


5.3 Limite şi continuitate 


5.3.1 Limita unei funcţii într-un punct 

Considerăm mai întâi cazul funcţiilor de două variabile. - 

Fie f: D>I, Dc R? si Po(xo, yo) un punct de acumulare al mulțimii D. 
Există atunci şiruri de puncte (Р,їсм cu P(x, y)€D şi (xk, ук) * (Xo, yo) 


convergente la Po; lim Ps Po. 
Definiţia 5.3.1 Funcţia f(x,y) are limita # în punctul Po, dacă oricare ar f 
şirul (Р(х, ук))кем, (Xk, yx) * (Xo, yo), sirul valorilor funcţiei are limita 7, adică: 
lim f(x, ук) = # sau іт) = / | 
Se notează: 
lim хү, Y= Z 
xx 
| У-ЭУр 
În această definiție se subintelege că x şi y tind simultan la xo şi yo 
independent unul de altul. Din acest motiv ea se mai numeşte şi /imită globală. 
Alături de acest mod de trecere la limită se mai poate introduce limita funcției f în 
raport cu unul dintre cele două argumente când argumentul complementar este 
fixat. Astfel, dacă punem y = yo, funcția f(x, yo) va depinde numai de x, iar dacă 
punem x = xo, funcția f(xo, y) va depinde numai de y. Să presupunem că eixstă 


limitele: 


lim f(x,yo)7 £i , хэн f(x0,y)= 29 


In mod natural, se pune problema dacă între /, £, şi Z, există vreo legă- 


tură, cu alte cuvinte care dintre cele două moduri de definire a limitei este mai 
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general. Este evident că din existența limitei /, decurge existența. limitelor 
parțiale £,, £, şi egalitatea lor: /,=/,=/. Aceasta, deoarece limita é se 


defineşte cu şiruri arbitrare: (xy, yy) — (xo, yo) şi dacă ea există, cu atât mai mult, 
: k—yco š 
va exista pe sirurile particula (xi, уо) — (Хо, yo), adică lim f(xi, уо. Apt si 
k—o | “К-эоо : 
- (Xo, ук) — (Хо, yo), adică lim f(xo, ук)= 0,220. Reciproca acestei afirmaţii nu este 
К-эсо оо л 


în general adevărată. Funcţia f(x, y) poate avea limită în raport cu. fiecare 
argument in parte când argumentul complementar este fixat, şi chiar dacă 
£ — £,, S-ar putea ca limita în raport cu ansamblul (perechea) argumentelor, 


adică limita globală 7 să nu existe. Avem în acest sens, următorul: 


Exemplu: Considerăm funcția f(x,y) ufi лын x+ y care este definită pe 
aro 


mulțimea DER? (0, 0). Punctul Po= O(0, 0) este punct de acumulare pentru D. 


Pentru y = 0, avem f(x, 0) ЭЭС Rezultă lim f(x,0)= lim х=0(= £, ). Pentru x =0, 
avem f(0, y) = у rezultă lim Г(О, y) = lim y = 0(= l). Să arătăm cá, deşi există 
11 i : y? y 3 1 


Ë Masi ñ, £i hu există £ . Pentru aceasta considerăm şirurile (Рк(хк, yk))keN cu 

Xy Ü Şi yy = AX, 0 < À < co şi lim Xy = 0. Evident că (xi, Ахь) 59 (0,0) şi avem: 
(-Эоо (—)09 

а ХУ А | 

lim (х,у) = lim(——- x, 4y,)2 —— (=). 

im y^ Xs Y. 1-0 


Este clar că lim f(x,y) nu există, deoarece, dacă considerăm А=1, rezultă că 
X=} 
у-э0 


É ы „lar dacă am lua, spre exemplu, À = 42 „atunci £ sh , adică limita / nu 


este unică. 


Extinzând definitia limitei pentru f: 0-1, DCR", ICR, cu Po xp AGAR) 


n 


- punct de acumulare al mulțimii D — vom înţelege prin: 


lim, ié ,Ха, a = £ 


хү-эхү 


a 


k 
faptul că oricare ar f ba 0416 4348 doi 42811440 46 
Ї Хо. 5s xo 


sirul valorlor functiei 
: T^ limita £ (lim f(x 9 x 


P (K) 


K>. pha жү). 
In mod analog putem ec limitele partiale 
im, НӨ Орсоя доу AAE SE, 


aportul dintre £; şi £, tratându-se la fel ca si pentru funcţiile de două variabile 


Observaţie: Pentru funcţia f(x, y) (ca şi pentru funcțiile de n variabile cu 


n > 2) se pot considera, de asemenea, limite iterate (: suprapuse) 


lim lim f(x) = Li, Jim lim бад) 1 
Х-ЭХо Y—Yo 


lim ( lim . 


0 
XXI хүгэхд 7 


in, [(X1,X2,..., ME 14,9 a.m.d. 


are, chiar dacă există, nu sunt întotdeauna egale. Raportul între limita globală £ 
şi limitele iterate Li, L2 respectiv (Li, Lə 


I4) este mai complicat decât în cazul 
precent. 


5,3. 2 Continuitatea unei functii într -un punct 


Definiţia 5.3.2 Fie f: DOI, DCR", IeR si Po(x,, X5, ni єр. Spunem 
că funcția f(xi, Хо, ..., Xn) este continuă în Po dacă 
a) există lim, Î(X1, Хо, ..., Xn) şi este finită. 

хү-эхү | 


b) lim, f(x, Хә, : 


: 0 edi CERE 

К» Gg o ТИТ u (lim f(P)=f (P). 
ха e 

хүсэх? 


Punctul Po (хү, x2, ..., x") se numeşte punct de continuitate pentru f. Dacă f 
este continuă în toate punctele unei mulţimi ACD, se spune că feste continuă pe A. 

Noţiunea de continuitate definită mai sus priveşte ansamblul argumentelor. 
Se mai poate pune problema continuității în raport cu fiecare argument în parte 


când argumentele complementare sunt fixate. Astfel, vom spune că f este conti- 
nuă în raport cu variabila x; în punctul Po dacă 


0 0 „0 
into... же XXL Aa) rode, 
xx? 


E 
es 
v 
"N 


Ln 1 
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Se demonstreză că o funcție care este continuă în raport cu ansamblul 
argumentelor într-un punct, este continuă şi în raport cu fiecare argument când 
argumentele complementare sunt fixate. Reciproca acestei afirmaţii nu este în 
general adevărată. Să considerăm, de exemplu, funcția: 

83-р, (x y)s (0,0) 
f(x, у)= 1x +y 
| 0 ,(x,y)= (0,0) 


Observám cà: 


lim f(x, 0)= lim 0 = 0 = f(0, 0) si lim f(O, y) = limo = 0 = f(0, 0), 
x x y> y> 


deci f este continuă in raport cu x când y=0 si în raportul cu y când x = 0. Totuşi 


funcția f nu este continuă în raport cu perechea (x, y), deoarece lim f(x, y) nu 
x0 
yo0 


există. Lăsăm în seama cititorului să verifice afirmaţia. (Revedeti exemplul de la 


p. 212). 


5.4 Derivate parţiale şi diferențiale 


5.4.1 Derivate parţiale de ordinul întâi 


Vom considera pentru început noțiunea de derivată parțială pentru funcțiile 
de două variabile. 

Fie f: D2R, DCR? şi Po(xo, Yo) un punct interior mulțimii D. Aceasta 
înseamnă că există o vecinătate S,(Po) conținută în întregime in D. Un punct din 
această vecinătate se poate obține fixând pe y, y = yo şi dând lui x o creştere 
х-хо= h, sau fixând pe x, punând x = Xi şi dând lui y o creştere У-Уд = k, 
creşterile h şi k fiind suficient de mici. Expresiile: 

Ad (Xo, yo) = f(xo+ h, yo) - хо, уо), 
Ду f(xo, Yo) = f(xo, yo+k) - f(Xoyo); 
poartă numele de Сенен parțiale ale funcţiei / їп гароп си х сапа у= уо şi 


respectiv în raport си у când x = хо. Rapoartele: 
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(хо +h, уо) -f(xo, yo) ^ fo; Yo t K)- х,у) 


| i h | К 
reprezintă vitezele (ratele) medii de creştere ale funcției f în raport cu x pentru y 
fixat, respectiv în raport cu y pentru x fixat. Ele sunt, fiecare în parte, funcţie de 
creşterile h $1 К, relativ la Po (xo yo) considerat. | 
Definiţia 5.4.1 Dacă pentru y = yo, funcţia f(x, yo) este derivabilă ca funcţie 


de x în punctul Po(xo, yo), adică există 


lim f(x, +h, Yo) - f(x,, yo) 


h—0 h 


şi este finită, vom spune că f este derivabilă partial în raport cu x în punctul Po. 


Această limită se notează cu unul dintre simbolurile 


K У, (хо, yo) sau / (Ро) 


şi se numeşte derivată parțială de ordinul întâi în raport cu x în Po. 
Definiţia 5.4.2 Dacă pentru х = xo, funcţia хо, y) este derivabilă ca funcţie 
de y în punctul Po (xo, yo), adică există 


lim (Хо, Yo +K) - (х0, Yo) 


` k—0 k 
şi este finită, vom spune cá f este derivabilă parțial în raport cu y în punctul Po. 
Această limită se notează cu unul dintre simbolurile: 


Of (x; ya) NA ; 
Te f (хо, yo) sau f, (Po). 
ду y : y 
şi se numeşte derivată parțială de ordinul întâi în raport cu y în Po. 

Dacă f(x, y) este derivabilă parțial în raport cu x (sau cu y) în toate punctele 
unei submultimi D, C D vom spune cá f este derivabilă partial în raport cu x (sau 


y) pe mulțimea Оу. Corespondentele: 


f(x, 

(Хо, Yo) — TUM = Г (хо, yo) » (Xo, yo)e Di 
f 9 0 Ц 

(Xo, yo) — DD = 1, (Хо, yo) , (хо, уо)Є Di 


definesc două noi funcţii de două variabile care se numesc derivatele parțiale ale 


lui f în raport cu x, respectiv în raport cu y, pe mulțimea D, şi se notează cu. 


Of(x,y) 9f(x,y) 


Г, (x, y), f, (х,у) sau h cw , (x, y)eDi 
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Din cele două definiţii de mai sus deducem că pentru a calcula derivata 
parțială a funcţiei f în raport cu x considerăm în funcţia f pe y ca un parametru 
constant şi o derivăm ca funcţie numai de variabila X. La fel, pentru a calcula 
derivata parțială a funcţiei f în raport cu y, vom considera pe x drept parametru 
constant şi o vom deriva ca funcţie de y. | 

Observaţie: Derivatele parțiale ale sumei, produsului, cátului si a unor 
funcţii compuse de două variabile, se supun la reguli de calcul similare celor din 
cazul funcţiilor de o variabilă. 


exemple: 1. f(x, у) 2x! 4 2y' +Зах?у? - xy -2x -2y 41, Ds R^ 


Avem: 
SO = Ё. (х,у) = Зх2+баху2-у-2, (x, ye R?, 
X | 
TD = f, (x,y) = бу 4бах/у-х-2, (x, y)e R?. 
y 
2. f(x, y) = хус”, | (Ds В?) 
9f f, = ye" + xyle", (x, уус R° 
Óx | | 
95 = f, = хеу+х?уе?, (x, y)e R° 
ду 
3. f(x,y) = sin(2x-3y), | D= R^) 
= t lent Qx yj. 5 (x y)eR?, 
дх 
йл = г, = —3cos (2x—3y), | (x, yeR”. 
x 


Sá Condor ра funcțiile de n variabile. Fie f: DOR, DCR” si 
Pol |, X5, X )€ D. Să presupunem cá n-l argumente ale funcţiei f sunt menti- 
nute constante şi lăsăm variabil numai argumentul Xi, 1 Si € n. Când trecem de la 
punctul Ро(ху, x5,..., x5 ) la punctul Ру (xj, Xj. XU h; x5 x2), funcţia f 


capătă creşterea 


Ai Ро) = (хр... XP, X) БХ KO) - f(x, x9, 5x? ). 


n 


Raportul Бичин 
1 


4 
l 


, reprezentând viteza medie de creștere a functiei pentru 


creşterea h; a variabilei х, este o funcţie de hi, 1 <i € n. 
Definiția 5.4.3 Se numeşte derivată parțială în raport cu argumentul x; 


l <i <n a funcției f(xi, x», ..., Xn) în punctul Po, expresia: 


h; 0 h “A 


i 
când aceasta există. Se notează cu: 


Lic ML айр EI 
Оа), Е (хаух, X.) sau f; (Ро). і =4,п 


Ох, 
x š 0 .0 0 9f (P5) qi 
Dacă oricare ar fi Ро(х |, x5, ..., x, Je DicD, zin existá, corespondenta 
Xi 
GP) — 
Po, CN PoE D, is l,n 
Ох, 


1 
defineşte funcția derivată paţială de ordinul întâi a funcţiei f în raport cu 
variabila x; şi se notează cu: 
diues em ie | | +. 
M 3» *** у ` ? ~ Dat a 
CENA > Ё, (Ху, Хо, ..., ха) sau f, (P), Р(х, X2, .., xs) eDi, i= 1n 
X; | 


i 

În baza definiţiei de mai sus, rezultă că pentru a calcula derivata parțială în 
raport cu xi, vom considera celelalte variabile: Ху, ..., Хул, Хан... Ха, CA parametri 
şi vom deriva funcția obținută ca funcție de o singură variabilă: x; 

Exemplu Fie f(x, x», ..., Xn) = "ах 

Avem: 

Of (ead. a X.) 
Ox, 


q NI х.) 


-— E xim 
== 19 (X1,X2,...,Xn) = 2Xi e" , 


= I — хЁ+..+пуў 
= Б (X ,X2,..,Xn) — 4x3e 1 


е Xx) 
дх 


n 


х? ton 


= die (X1,X2,...,Xn) -2nx,e 


La 9 9 
Observaţie: Definind operatorii (liniari) de derivare pațială — şi — 


дх ду 


pentru funcțiile de două variabile precum şi Эх? i = Ln, pentru funcţiile de n 
352 


variabile, derivatele parţiale de ordinul întâi ale acestor funcţii pot fi concepute 
ca rezultatul acțiunii acestor operatori asupra funcţiilor respective. Astfel: 
f f f TSIT ТЇ 
9f _ 9 of _ 9 i Jof 29 (р 1= ],п. 
ду ду Ох, Әх, 
5.4.2 Derivate parţiale de ordin doi şi de ordin superior 


Dacă funcţia f: DOR, DCR? admite derivate parțiale pe mulțimea DCD, 


. of (x, . Of (x, 7 PE Sani v a 
atunci M E 51 sos yy sunt, la rándul lor, douá noi funcții de două variabile 
дх ду | | | 
şi putem vorbi de derivatele parțiale ale acestora. Ajungem astfel la noțiunea de 


derivată parţial de ordin doi. Vom defini aceste derivate cu ajutorul operatorilor 
д “ТӨГ: D - UNT | | 

de derivare Эх 51 v introduşi mai sus. Astfel, derivând parțial funcția 
гра OX y. 7 | 


df (x, y) 
© x 


, obținem: 


| Me | | | 

9 (90у), = CON: f (X, y)) — derivata parțială de ordin doi în 

OX — Ox © Ox | | | aah nt И 
raport cu x, 


9 fe, O?f (x, у) 
dy ду pe дудх 


(= Г, (x, y)) — derivata parțială de ordinul doi, 


mixtă 


iar când derivăm partial funcția Tay, vom obține: 
Biti 


5. Oen = 2 (= fy (x,y)) — derivata parțială de ordinul doi, 
X y хду 


mixtă, 


d „F(x, Ч 
Б Д io» y) уз хэс » derivata parțială de ordinul doi în raport cu y. 


dy ду ду? 
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Dacă acum considerăm o funcție de n variabile f: D—R, DCR" care posedă 


aen XS) pite 1;n, într-un domeniu D.CD şi acestea, la 
Жз 


J 


derivatele parțiale 


rândul lor, sunt derivabile parţial în raport cu Xj, Хо, ..., Xn, atunci derivatele 


parțiale de ordinul doi ale funcţiei f sunt date de: 


(a) әт. 
ox; | 0x, | OxjOx, 


ШИГЭТТ 


Pentru i = J, ERE se obțin derivatele parțiale de ordinul doi în raport cu Xj, 
j 
iar dacă i # j, —— reprezintă derivatele mixte de ordinul doi. 
ix, 
J 
Observăm că o funcție de două variabile are patru derivate parţiale de 
ordinul doi. O funcţie de n variabile va avea n? derivate parțiale de ordinul doi, 
dintre care n(n-1) sunt derivate mixte. În legătură cu acestea se pune problema 
permutării ordinei de derivare, adică, în ce condiții avem: 
Pb. ge. д of д 9/ 
дудх дхду ду Ө Bk. PES ду 
"auf, p^fexipaenoa Г of 


xir, дхдх du Qu S MERE 


În g general, răspunsul la această cliestiühe este negativ si se pot da exemple 
în acest sens. Schimbarea ordinii de derivare în raport cu variabilele independente 
nu este permisă dacă funcția f nu are anumite proprietăți. Teorema ce urmează 
formulează conditii-suficiente in care acest lucru este posibili 


Teorema 5.4.1 (Schwarz) Dacă în domeniul n dimensional DjcD funcția 


f(Xi, Xo, .., Xn) satisface condiţiile: a) are toate derivatele JE Ln gi 


Xj 
| Of | SUE ON Of 
b) derivatele __ mixte — ———— sunt continue, atunci —— = ———— , 
дх,дх, | дх,дх, х dx, 


(X1, X2 pe dea Ха)Є Dj. 


Pentru o funcţie de n variabile care satisface condițiile din teorema lui 


8 i 28-24 | =] | 
Schwarz, numàrul derivatelor mixte Independente se réduce la zan — D). Pentru 


n = 2 vom avea o singură derivată mixtă, pentru n = 3, trei derivate mixte etc. - 


Exemple 1. Fie f(x,y) = x 3x! y ey) x y42. Avem: m 


f 2 2 9f 2 9?f 

— mOXH6xy'-y,——- = 6x46y5; ——= 12xy-1; 

Ox ils Ox” - : дудх | 4 

of : y "t i + š 

— = 6x°y+ Зу°-х; = 12ху-1; — = 6x^-6y; 
rca ad 168 Мила yayapa amiaza a 

E ji д?г 
Observăm că — = —— = 12ху-1, fapt ca era de aşteptat, deoarece 
дудх exay ste piine ег 5 


funcţia f fiind polinomială în x si Y, satisface condiţiile teoremei lui Schwarz. 
2. Considerăm - funcţia f(xi, Хо, X3) = «p^ M Эр Хүж Xo Хз, 


definită pe D = ((xi, x4, x) | хухүх, 20). Rezultă: 


"Ur 0 рахи. XX а RK e re ще XX) у 
dx, 2 xx, Maas: t WATIT Ox, ухх, | 
SECO a ад Уаз га бырк enit 
дх,дх, ийхдк, 2.0.35 © Әх ,0x, | Ox Ox, 73 2хүх,х, 

ЭЗЭН x 
OX,0X, дх,дх, 2 оххх. 
Ox, (охх). 92 Qxxx X: х; Qx x x? 


Derivatele parţiale de ordinul doi sunt definite pe Diz ((xix»Xxsjlxi x2,x5» 0}. 
i manieră similară se definesc derivatele parțiale de ordin mai mare decât doi, 
acestea numindu- -se derivate ра! iale de ordin superior. Ele se notează în mod 


obişnuit astfel: 


aaa ;k = 0, т, dacă f = f(x, y), sau: 
X dy 
д" 


не. 5 » Ол tOOt...-F04 = m, dacă f= Íf(X1,X2,...,X5). 
l мышы n 


5.43 Diferentialele funcţiilor. de n variabile 


Considerám, pentru inceput, functia de douá variabile Ё DR, DcR? ŞI 
Ро(хо, yo)e D. Fie P(x, y) un punct din vecinătatea lui Po care se obține dând 
variabilelor x şi y creşterile (pozitive sau negative) h şi k; x = xo+ h, y = yo + k. 
Valorile functiei f în cele două puncte vor fi: 

f(xot- h; уо + К) їп P şi f (Xo, yo) în Po. 

“Expresia: 

A f(Po) = Af (xo, yo) = f(xo+ h, yo + k ) - f (xo, yo) (5.4.1) 
se numeşte creşterea totală a funcţiei f în punctul Po. | 

Definiţia 5.4.4: Funcţia f(x, y) se numeşte diferentiabilá în punctul Po, dacă 
există două constante A si B independente de h şi k, şi două funcții (Po: h,k), 


B(Po: h,k), cu proprietăţile: О(Ро: 0,0) = 0, B(Po:0.0) = 0, lim (Po: h,k) = 


к—›0 


3 lim B(Po: h,k) = 0, astfel încât creşterea totală a funcției Af(Po) poate fi scrisă 
k-0 


sub forma: | | 
Af (Po) = Ah+ Bk + ha(Po: h,k) + КВ(Ро: h,k) (5.4.2). 
Tinánd seama de ргорпе Ше funcțiilor (Po: h, k) si. (Po: h, К) se 
demonstreză: | | 
Teorema 5.4.2: Dacá f(x, y) este diferenţiabilă ín Po, atunci ea este 


derivabilă partial în raport cu x şi y în acest punct, şi: 


Y ANC AS LY 
"8p | i ду 


În mod natural se pune problema dacă şi reciproca acestei teoreme este 
adevărată. | 
Răspunsul este negativ. Existenţa derivatelor parţiale 07 $i 9r (Qs) nu 
Ox ду 
este suficientă pentru ca f să fie diferențială în Po; ele ar trebui să fie şi continue 
în acest punct(vezi de exemplu, 1121). 


Definiția 5.4.5: Expresia Ah + Bk, liniară în creşterile h si К, se numeşte 


diferenţiala funcţiei f în punctul Po şi se notează: 


df(Po) “4 хо,уо) = Ah+Bk: (5.4.3) 
Ín baza teoremei de mai sus, dacă f este diferenţială în Po, vom avea: 
. Of (B, Of (Po) , 9f (B5) 
LE al 5 


4 (хо, уо) = = dy 


sau notând creşterile argumentelor cu dx si dy (h = dx şi К = dy): 


df(xo, yo) = 2970? uiui ымыы oh ы 
дх ду: | 

În această expresie, punctual Po este fixat, iar creşterile dx şi dy pot lua 
valori arbitrare. 

Expresia df(xo, yo) se numeşte diferenţiala de ordinul întâi a funcției f. 

Dacă f(x,y) este diferentiabilá în toate punctele unui subdomeniu: DicD 
corespondența (xo, уо) — (хо, yo), (Хо, уо)є Dı; defineşte о nouă funcţie: de 
variabile x şi y, care se numeşte diferenţiala funcție f pe D, şi se notează | 


| pdt. "AP a Sh 203 sau а(х, y)= s dk Бо 


În cazul funcţiilor de n variabile, Definiţiile 5.4.4 şi 5.4.5, precum $i 


teorema 5.4.2 relativă la diferentiabilitate rămân "kwa lar expresia df(Po), aré 


forma 

JPO = ши + ау +...+ ре m hn; Po(x] Xi DX. 0 )є рск" sau 
дх, Ox, : 
f (P, ENS | — 

df(Po) = po un X, DU S + ЗАА. ҮЛЭГ dx ДА] n. 

Ge vi 
ж . 0 ig. 202 
Folosind operatorii de derivare parțială —, — 5 ——.Tzkn, mai 
дх ду Ox; 


“putem scrie: 
хао) = ш i 35 f(Po), pentru f = f(x, y) 


sau 
df(P9) = Qu MEN + ...+ ha x oie pentru f = : (Xi, Xo... X n). 
X, 2 


Exponentul (1) este conceput ca o putere simbolică însemnând cà în ceea ce 


priveşte creşterile h şi k, ea se identifică cu puterea obişnuită: hU h! =h, 


> 
һә 
e 


kÜzk'zk, h!) =h! =h;, i= 1, п, iar puterile simbolurilor se interpretează ca 
ordin de derivare: 


AB) TEM _ 9(B) Mg ТУ 3 | 
i) реу —— е n. 
Эх, $2 > a (Po) rm Ч n 


д (1) 
—) ' Ро) = 
бу? (Po) 


Să Саа acum cá funcția f admite diferenţiale până la зар т-1, şi 
că, Ја, rândul ei, а" х,у) este diferentiabilá. Atunci, definim diferenţiala de 
ordin m a funcției f ca fiind: | | 

d" f(x,y) = d(d " f(x,y)) 4" FOX imensă) = 4(4"" f(x, ха). 


Astfel, vom avea: 


d'f(x,y) = h кка 2 f(x,y) = №2. S+ 2hk д +K Y гд) > (5.4.4) 
дхду 
respectiv 
Mak muna оа нро дн 
дх, E^ Ox, 
“94290 LEES 9% "Hg 
h; +h;—+..+ h; — + 2hihy——— q+..+2hih, Ф. 
" Ox? 0X; gx. | E фу дх,дх, 
del | (0,4 pour 
2hh, +... dh, ——— : (5.4.5 
акп аж a e) 


Diferentialele de ordin m » 2 se numesc diferenfiale de ordin superior. 

1 Observaţie: Din formula (5.4.2) şi din definiţia (5.4.5) a  diferenfialei 
rezultă o concluzie foarte importantă în practică şi anume: pentru h şi k suficient 
de mici, se poate pune: ` | 

Af (Po) = df(Po) (5.4.6) 
adică, diferenţiala de ordinul întâi aproximează creşterea totală a funcției in 


punctul Po. 
Exemplu: Fie funcția Ё(Х/,Хо,...,Хд) = 4 ATR + XikX2X3). Să calculăm 


d? f(1,1,1). Derivatele de ordin doi ale acestei funcții au fost determinate în 
exemplul 2, p. 220. Pentru găsirea diferentialei d^ f(1,1,1), vom calcula aceste 
derivate în punctul Ро(1,1,1) şi apoi vom înlocui în formula care dá pe d°f(Po). 


Avem, mai întâi: 


д?г) FULD _ PEUL) — I 


Ox? QR a 22 


t2 
t3 
— 


дал) FALD Of). 1 


xx, xx, NS дкү(дхийн 122... 
şi deci conform formulei 5.4.5, vom putea scrie: 
д? ELD 


| 9f (L1) FD |, їл PUD 
291041) , 30 РО) 


d'f(1,1,1) = h : : Е 4211» 
2 Ox, M cubo CIC PI ax ðk 
| алауы). ачал. l Б nl d 
+2h>h; + 2hih, h? +h? xh? + — (һә + h>h; + 
i Әх,Әх, is TR ч9х, Mies AUT 9 [N 
+hhp= -- (hp +h2 the - 2hih2 - 2hoha - 28311). 
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5.4.4 Aplicaţii ale derivatelor parţiale şi ale diferentialelor in 


economie 


Să considera funcția и = (4::42:---448) care are о anumită semnificaţie 
economică (funcţie de producţie, funcţie de utilitate, etc). Presupunem cá f admite 
derivate partiale de ordinul întâi în domeniul de variație a parametrilor qi, izl,n. 
În analiza interacțiunii PEN economici maa unui process dat intervin o 
serie de indicatori economici care pot fi priviţi la rândul lor ca noi funcţii de n 
parametri qi,q»,...,Qa.. Astfel: Ü) 

M, (qi;g>x,.. хр) defineşte son A marginală în raport cu variabilele qi şi 


este dată de relaţia: 


M, (qi, q2, 89:57) qn)= 9f (4:54:»--54,) 
9ч; 
R, (qi, q2...., qa) defineşte funcția. ritm în raport cu variabila qi şi este dată 
de relația: 


l Of(q,,q.,...q, ) 
да, 


E, (97, q2,..., qn) тш жабы elasticitate în raport cu variabila qi şi 


R. do 42» 802 = f 


are expresia: 


qi of (q,,q, ,.. 9, m 


E , 3e e y-n = 
а, (91, Ч2›...› Ча) r 5-8 


Aplicaţie: Considerăm un proces de producţie descris printr-o funcţie 
Cobb-Douglas bidimensională de forma | 
F(p, q) = Кр? - 
Pentru a vedea ce interpretări au exponentii À şi ц, vom calcula elasticităţile 


funcției f în raport cu p si q. Avem astfel: ` 


E, , = AE , 
(р, q) # ЧЫЛ, 
q of ир". 


Esq m me ш 
| ibi" kp^q" 


Aşadar, constantele À si |t din funcția Cobb-Douglas bidimensională au ca 
interpretare elasticitàtile „parţiale” ale funcţiei de producţie. е 

Să studiem acum, un proces de producţie caracterizat prin funcţia Cobb- 
Douglas | | 


1 
29 


1 
2 1 
Q(p,q) = kp'q*, (Хард 1) 


şi ne propunem să calculăm variația (creşterea) pozitivă sau negativă a producției, 
adică a funcției Q, de la un nivel dat Q(po, qo), când parametrii p si q suferă 
variațiile dp = 0,02 şi dq = 0,05. ` | 
Vom aplica formula (4.5.6) de aproximare cu ajutorul diferentialei care în 
cazul nostru devine: 
T ' + — Г 7 Y à : 1 à , 
AQ(po, qo) = dQ(po, qo) = 9Офр,,40) dp + дО(р,,9,) dq, 
| | | др | dy — 
unde dp şi dq se interpretează drept creşteri ale parametrilor p şi q. . 
Avem: 
e ALD a 
АО(ро, qo) = = (po*qodp **poqo*dq). 
Dacá am lua ро= 1 si qo=l (lucru care se poate face prin schimbarea 


unităților de măsură pentru p si q) vom obține 
7k 
AQ(I, 1) = m 
Pe de altă parte, cum Q(po, qo) = Q(1, 1) = k, putem scrie: 


AQ(1, 1) = z;; Q.D. 


223 


Rezultă că variaţia relativă a producției în „punctul”(1,1), adică de la 
nivelul Q(po, qo), este: 


AQUD _ 7 
оа) 200 


2159. 
Întrucât p > 0, q > 0 si dp > 0, dq > 0, raportul de mai sus indică etecuv o 


creştere a producţiei cu 3,5% faţă de nivelul Q(1, 1) (initial). 


5.4.5 Derivarea funcţiilor compuse 


Amintim următoarea teoremă de derivare a funcţiilor compuse de o 
variabilă. Dacă: IR, y = f(x) şi x: JƏI, x = g(u), L.J — mulţimi de numere 
reale si existá f'(x) si ё (4), atunci funcţia compusă h: JR, h(u) = f(g(u)) este 
derivabilă în raport cu u şi are loc formula: | 

h'(u) = Pg (u) 
Aceastá teoremá se extinde la functiile de n variabile in felul urmátor: 
Definiţia, 5.4.6: Fiind dată f: DR, DCR', u = f(xi, Xo, ..., X9) ÎN care xi, 


l п, sunt, la rândul lor, funcţii de variabilă t € ICR, funcţia F: IR, 


i 
F(t) = UD, х2(0).... Xa(t)), se numeşte funcție compusă a lui f cu funcțiile xi, 


ad БЭ 
d | ANE. 
Teorema 5.4.3: Dacă f admite derivate parțiale nro = 1, п, iar funcţiile 
| Ч) | ох. | 
Xi sunt şi ele derivabile în raport cu t, atunci funcţia F(t) este derivabilă în raport 
cu t şi derivata sa F'(t) este data de formula: 


К) = cu Xi iQ = х, (0) + TE. “зєн (1) (5.4.7) 


În particular, pentru funcția pan F(t) = f(x(t), У()), formula de mai sus 


an 


F'(t)- Tx orty '(t) (5.4.8) 


De asemenea, putem vorbi despre derivatele de ordin superior ale funcției 


F(t) pentru care se stabilesc formule de calcul corespunzătoare. 
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„Aplicaţie: Fie F(t) = f( x(t), y(t) ), unde x(t) = xo + at, y(t) = yo + bt, a,b 
constante. Întrucât x'(t) =a, y'(t) = b, din formula 4.5.8 rezultà: 


F'() ea tbi = (a. eb ail 


Vom avea în continuare 


f(xo + at, yo + bt) 


F?(t)z (a BE + pi9- Y? f(xo + at, yo + bt) 
Ox ду 


ŞI, în general: | 
F™ (t) = ef ipm im ши yo + bt) (5.4.9) 


Asa dupá cum am mai eh puterea simbolicá (m) a binomului se 


interpreteză astfel: puterile constantelor a si b sunt cele obişnuite, iar „puterile” 


d 9 ' t : i : | 
simbolurilor Эх? — se indentifică cu derivatele parțiale de ordinul respectiv. 
| X 


ду 


De exemplu, 
ary" ач (9) wr (aro Әд cca 
Ox x" , ду ду m ° Et 19у | , Ox "Oy" 


5.4.6 Funcţii omogene. Identitatea lui Euler 


„Definiţia 5.4.7: O funcţie Ху, x», ..., Xn) se numeşte omogenă de grad m în 
raport cu variabilele x; i = 1, п, dacă pentru orice t € R, t 0, are loc relaţia: 
F(X o s. ti; 0 fa ka... Ха) 


Derivând relația de mai sus, ca o funcție compusă în raport cu t, obținem: 


X E m Дыш! PCT 
дах) дах) Ox) 


= mt” f(Xi, X2,. .«, Ха) 


şi dacă inlocuim aici pe t = 1, găsim: 


+...+ T = mf(xi Xs..., Xo) (5.4.10) 
X 


Această formulă poartă numele de identitatea lui Euler. 
Exemple: 1. Fie U(p, q) 2 ap + bq +c J pq, în care a, b, c sunt constante 


pozitive şi p,q > 0. (Dacă p şi q reprezintă numărul de unităţi din două bunuri 
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materiale A şi B pentru care are preferință un consumator atunci funcția f(p, q) 
poartă numele de funcție de utilitate sau indicator de utilitate. Aceasta este o 


funcție omogenă de grad m = 1, deoarece: 


U(tp, tq) = atp + btq + ct pq = tU(p, q) 
2. Functia: 
u = 2Apq - Вр - Сд, . 
unde A, B si C sunt constante pozitive si A2-BC > 0, reprezintă о functie de 
producţie bidimensională. Observăm că este o funcție omogenă de grad 2, întrucât: 
u(tp, tq) = Cu(p, q). 

Din această relaţie se constată că dacă fiecare factor de producţie creşte de t 
ori, producția creşte de t? ori. De pildă, dacă factorii de producție se dublează, 
(t = 2), nivelul producţiei creşte de 4 ori. | 

Apoi, amintindu-ne cá M,(p, 4) şi M.(p, q) reprezintă valori marginale în 
raport cu parametrii p şi q, din identitatea lui Euler (5.4.10) se obţine: 

PMy(p. q) + qMe(p, q) = 2u(p, q), 
adică suma produselor dintre factorii de producție si valorile lor marginale este 


egală cu dublul nivelului de producţie. 


Împărțind relația de mai sus prin u(p,q) si ținând seama qš БУР T. 


q du 13 YA ра р m | 
E= Wars reprezintă elasticităcile producției in raport cu parametrii p si q, 
u 09 | 


gásim relatia: 
Бр, q) + Бабр, q) = 2 

Prin. urmare, suma elasticitáfilor în raport cu factorii de producţie este 
egală în gradul de omogenitate a funcţiei de producție. 

Dacă considerăm acum o funcţie de producție de tip Cobb-Douglas 

Q(p, q) = Кр?“ 

vom avea: Г | 
Оф, qt) = Кб "рае = Ор, q), 
şi deci funcția lui Cobb-Douglas este omogenă de grad m=) + (t. Pentru 
À + и = 1, se obține expresia: 


Q(pg)-kpq', 0«««l 
adică cea mai simplă formă a unei funcţii de producţie de acest tip. 
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5.4.7 Randamente de scară (sau de dimensiune) 


Am văzut în Exemplul 2 că modificarea factorului de producţie de două ori 
duce la o sporire a producției de patru ori. Această concluzie (ine însă seama de 
forma funcţiei de producţie. Într-un alt proces de producție situaţia s-ar putea 
schimba. Suntem astfel conduşi la o problemă mai generală pe care o vom 
formula în manieră sintetică astfel: se consideră cazul în care într-un proces de 
producţie, producătorul dublează cantitățile utilizate din factorii de intrare 
(materii prime, capital, muncă, etc.). Se poate afirma că producţia (factorul de 
ieşire) se va dubla din această cauză? Apriori, nu putem face această supozitie 
decât dacă suntem în posesia unui indicator care să ne arate în ce măsuřă 
modificarea factorilor de intrare influiente azá factorul (sau factorii de iege) Um 
astfel de indicativ este randamentul de scară (sau de dimensiune). 

Vom defini acest indicativ pentru un proces de producţie caracterizat printr- 


(e funcţie de producţie omogenă de g grad si de forma: 
n -F(p;q):(p.q)e DC К: 
Definitia 5.4.8 : Se numeste randament de scará sau de dimensiune 


raportul: 


_ F(tp,tq) 
f(p.q) 


Dacă ţinem seama de proprietăţile funcțiilor omogene şi presupunem 121, 
putem avea situaţiile: 
l) m-l F(tp,tq) = tu 2tF(p,q); N =t – randament constant; 
2) m>l; Е(1р,19) =t"F(p,q); n=t” 3 deci n»t — randament 
crescător (producția creşte cu puterea a m-a a lui t); 
3) m<l; F(tp,tq) = t"F(p,q); n-t" dar «t. 
În acest caz avem de a face cu un proces de producție diminuat, situație in 
care putem spune că randamentul de scară este descrescător. 
Să exemplificăm cazurile de mai sus pentru un proces de producție 


caracterizat prin funcția Cobb-Douglas de forma: 
u = кр“; k,o,f»0. 


Am văzut că gradul de omogenitate al unei astfel de funcţii este m = о + p. 
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Prin urmare, dacăa+f>1, randamentul de scară este crescător. Când 
&+ß<1, el este descrescător iar dacă (0-1, randamentul de scară este 
constant. Ori, în acest ultim caz dacă fixăm pe «e (0,1), va rezulta В=1-о>0, 
şi deci funcția de producţie corespunzătoare va fi dată de: 

dea. ^ SONDA) А, A T 0ca«Lk«0- 
| Se obtine astfel rezultatul dedus de Cobb ŞI Douglas în 1928 prin 
prelucrarea stastică a datelor тш? din шини prelucrătoare « a SUA din 
perioada 1899-1922, 
Observaţii. | nic Ín acelaşi viol pot fi de rite hel? de са! ă ale 
utilității (folosind Sach: de utilitate) ale cererii, ale profitului, etc. 
| d randamentul de. scar ă relevă consecinţele pe care le ar. e 
asupra DAE producției о creştere simultană şi în aceeaşi proporție a 
cantităților utilizate dintr- -un singur factor, ceilalți factori rămânând constanţi, se 


ajunge la definirea randamentelor factoriale. 


5.4.8 Formula lui Taylor pentru functii de n variabile 


Considerăm pentru început cazul funcţiilor de două variabile. 

Fie funcția f(x, у): DOR, D c R^ şi Ро(хо, yo) un punct interior lui D. 
Presupunem cá f are toate derivatele partiale până la ordinul m > 0, continue în 
punctul: Po iar derivatele patiale de ordinul m + 1 există într-o vecinătate Ve a 
punctului Po. Un punct din această vecinătate P(x, y) se obține punând 

| X= xo +th, y= yo+ tk, te [0,1] 
in care creşterile h şi k se aleg astfel încât, |, |k] < £ (suficient de mici). 

Considerăm acum funcția auxiliară P(t): [0,1]—R definită prin compunerea 

lui f cu funcțiile x şi y de mai sus, în care h şi k sunt fixate: . 
Ф(0) = f(xo+th, уун), 0€ t € 1 

Deoarece, prin ipoteză, f este continuă în raport cu argumentele sale pentru 

t=0şit= 1, уот avea: - 


q(0) = f(xo, yo), (1)  fxoth, yo+k) - (5.4.11) 
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În plus, tot pe baza ipotezelor asupra derivatelor parţiale ale funcției f, 
derivatele funcţiei compuse ф(1) există şi se vor calcula după formula (5.4.9) în 
care punem a = h si b = k. Obtinem astfel: 

Фай a2 bk“ f(xo+ th, yo+ tk), £=0,m | (54.12) 

Dacă funcția ф(1) are numai derivatele până la ordinul m, continue, nu 
putem dezvolta în serie Mac Laurin această funcție, dar putem totuşi serie o 


formulă asemănătoare: 
o(t)= q(0)4- — 5,9" () +. 4 97 (O +, 25 (54.13) 


in care termenul Rm joacă rolul de rest al seriei de puteri respective si care 
contine ultima derivată a funcției ф: ф "P (t) — care există pentru te (0, 1). 


Acestă ultimă afirmaţie este consecința faptului că am presupus existența 
derivatelor de ordin т + 1 ale funcției doar în vecinătatea punctului Po. Se arată 
(vezi de exemplu [11]) că una dintre formele sub care se poate reprezenta restul 
Rm este: | 


ame 


ын (m 4 1)! 


Фф" (0t), 0 « 0 « 1. 


care se numeste restul lui Lagrange. 
Ținând seama de (5.4.11) si punând ín (5.4.12), (5.4. 13) t= 1, aceasta din 


urmă se transformă în: 


WU Qn ] ul d 
f(xo+h, уо+К)= (хо, you (h vit +k ° p" f(Xo, Yo 2. (h pt +k Эу ) P (Хо, Уо)+ 


+...+ T (hZ +k "Li f(Xo, Уо) Ra, in care: (5.4.15) 
СОКЕ f(xo+0h, yo+0k), 0«0«1 
" (mal! Әх ду | 


Formula de mai sus, poartă numele de formula lui Taylor pentru funcţiile 


de două variabile. 
‚ " F 4 Ё 0 0 0 
Fie acum f(Xi, X2,..., Xa) o funcţie de n variabile şi Po(x,, х›,... ,X,) un 
punct interior domeniului de definitie al functiei f. In ipoteze similare cu cele din 


cazul funcțiilor de două variabile, formula lui Taylor se scrie sub forma: 
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г 0 0 0 0 0 0 
КЕТА i X2a RAP Rex PC, SERERE 


RR ah : alus n f(x 1, X5 X4) tRm, (54.16) 
х, +096. | 
leta (h, 2н 1, oes 9 ) f(x i +0hi, x +9h>, ..., х + Ohn) 
. l 2 Xa 


- Observând că atât în cazul formulei (5.4.14) cát şi cel al formulei (5.4.15) 
temenii din dreapta egalului sunt tocmai diferentialele- de diverse ordine ale 


funcţiei f, putem scrie ambele formule sub o formă unificată şi anume: 


f(P) =f(Po) + EE 34 f (Po)+.. 22 | M, T (Po)+Rm — (5.4.17) 


| | l m*l 
Rm= (m +1)! а | HPD, Be V, (P) 


Importanţa formulei lui Taylor constă în faptul cá ea permite aflarea 
valorilor functiei-f în vecinătatea punctului Po cu ajutorul valorilor acesteia în 
punctul Po şi a derivatelor ei de ordinul unu şi superior calculate în Po. 

Exemplu: Să se calculeze valoarea funcției f(xi, X25... Xn)= X; + X 5 4X; 
+ 2X1X2- X2X3- 4X1- 3X2+ 4 în punctul P(1.01, 1.02, 1.03). 

Punctul P(1.01, 1.02, 1.03) se ETNA în vecinătatea punctului Po(1, 1, 1) 
când variabilele Хү, Хо, хз li se dau, respective creşterile h; = 0,1, h;2 0,2 h; = 0,3. 


Conform formulei lui Taylor (5.4.16) vom avea: 


Ї(1-НЫ, 1442, 1443) 2 f(1, 1, D+ = (ү д 9 ўы, 9 +h, ° 
Qx4 ud 58%; 


3 ка 22 L 127 E 


x c 3» — +h, — 2 


д д д Зеб, 
+ — CR Ph сеп) 1 11) 
A VES anc udis dev S 9 
Calculând derivatele parțiale ale funcjiei f in puncul Po găsim: 
FULL) _0 of (1,1,1) _ А | OF _ FU 21011) _ ix ӘЗ) 
дх, aur а 4 E NF" 


Oran > SAB  O'fülD да) r далд 


Ox... 7 OxQx, 77 дх,дх, o ^ Oxjx, |) 0xDOxPOXD 


0+0, +G, =m, mz3. 
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.. Prin urmare, valoarea funcției f în punctul P(1.01, 1.02, 1.03) este: 
f(1.01, 1.02, 1.03) = 1+ - (0.2 + 0.3) + 2.0001 y «2(0.2y + 


+ 2(0.3) + 4(0.1)(0.2 ) — 2(0.2)(0.3)) = 1.62 


5.5 Extremele funcţiilor de n variabile 


Definiţia 5.5.1: Fie funcția u = f(xi, X2,..., Xn) definită pe mulţimea D c В" 
şi Po(x?, хо, ..., x?) un punct interior mulțimii D. Spunem cá punctul Po este 
punct de maxim (minim) local al funcţiei f dacă există o vecinătate V (Po) acestui 
punct, astfel încât pentru toate punctele P(xi, X2,..., Xn) din V,(Po) C D, are loc 
inegalitatea: 

f(X1, X2,..., Xn) S f(x PXS ,..,x 2 ), Р(х, х2,..., xo) € Ve(Po) n D (maxim) 

(xi, Хэ, Xn) > f(x x 9X), Р(х, X2, Xa) € V4(Po) D (minim) 

Dacă în inegalitatea de mai sus, semnul < se înlocuieşte cu < se spune f are 


un maxim (minim) strict în Po (fig.5.3 a şi b). 


z= f(xy) 


Fig.5.3 
Punctele de maxim sau de minim local ale funcţiei f se numesc puncte de 
à 0 0 
extrem local sau puncte de extrem relativ. Punând x, = х, *h,, x, = x, +h, 


definiția de mai sus poate fi reformulată astfel: 
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Definiţia 5.5.2: Punctul Po(x?, х% NS К ) este un punct de extrem local 


pentru funcția f dacă există un număr n > 0, suficient de mic, astfel încât pentru 
orice creşteri hi, h»,..., h, care îndeplinesc condițiile: 
| |] n, o|, ..., Iha] <n, 
au loc inegalitátile: 
АР) = (хо +, «х 4-8, T хе ) Хе, 0 lll ) $0 (maxim local) 
20 (minim local) 

Din definițiile precedente rezultă că punctele de extrem se caracterizează 
prin faptul că în vecinătatea lor: creşterea totală a funcției А Ро) păstrează semn 
constant: nepozitiv, dacă punctul este de maxim local şi nenegativ, dacă punctul 
respectiv este de minim local. Aceată observaţie va sta la baza studiului naturii 


punctelor de extrem ale unei funcții. 


5.5.1 Condiţii necesare de extrem 


“Teoremă 5.5.1: Dacă funcţia z = f(x, y) are derivate parțiale de ordinul 
întâi în punctul Po(xo,yo) şi acesta este un punct de extrem relativ al funcţiei f, 


alunci: 


of (B) of (P) 
— — =0, —— z0 
дх ду 


„Demonstraţie: Să presupunem cá Po este un punct de maxim relativ. 


(5.5.1) 


Aceasta înseamnă că pentru orice h, k cu | «n , |К| <n, 
| — f(xoth, yo +k) - f(xo,yo) € 0. 
Ín particular, punánd k — 0, din egalitatea de mai sus urmează: 
f(xo+h, yo) - f(xo,yo) <0 cu Jh] e. hz0 


Impártind această relaţie prin h, şi trecând la limită pentru h — 0, avem: 


— pentru h « 0, 
lim (х, + Уу) - f (xo, yo) «Of (xo. yo) 20 
һ—0 һ | Ox i 
— pentru h > 0, 
bim (хо Л, yo) - f (xs, yq) z ОТ (Xo, yo) «0 
h—0 h Ox ost y. 


һә 
UJ 
М 


Din aceste două inegalităţi urmează cá în punctul Ро(хо, yo), trebuie să 


avem 
9f(P,) 20, 
дх | 
Apoi printr-un raționament analog putem demonstra că avem ŞI 
Qf (P. ) Tn 
ду 


ceea ce ne conduce la concluzia teoremei. 
In cazul funcțiilor de n variabile, f: DOR, DCR", relațiile (5.5.1) devin: 


Of (P,) w" 9f) р. 2). 


x 0, 5.5.2 
Ox, х, дх 002) 


n 
unde acum Po(X , хо, ..., x? ) este punct interior mulţimii de definiţie a funcţiei. | 
Relaţiile (5.5.1) şi (5.5.2) reprezintă condiții necesare de extrem pentru 
funcția f. După cum vom vedea pe un exemplu concret, ele nu sunt şi suficiente. 
„Observaţii: 1. Un punct în care sunt satisfăcute condiţiile (5.5.1) si (5.5.2) 
se numeşte punct critic sau punct staționar al funcției f; 
2. Deoarece (5.5.1), respectiv: (5.5.2). sunt doar condiții 
necesare de extrem nu şi suficiente, rezultă că punctele de extrem ale funcţiei f | 
trebuiesc căutate printre punctele critice ale acesteia. 


Prin urmare, pentru a găsi punctele critice ale funcției f(x,y) va trebui să 


rezolvăm sistemul: 


of = 0, дЕ -0 
дх ду 
sau, în cazul funcțiilor de n variabile, f(x, x»,..., Xn), sistemul de ecuații: 
of of of 
— =0, -0,.,-- =0. 
дх, 9х, Ox, 


Faptul cá (5.5.1) si (5.5.2) sunt numai conditii necesare de extrem este 
ilustrat prin urmátorul: | 
Exemplu: Fie f(x, y) 2 x° + (y-1)°, definită pe D=R?. 
Avem: 
2 = 3х7, 5 


şi egalând cu zero aceste derivate, obținem sistemul: 


=3(y-1)° 
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| [3x* 20 
i" -]yz0 
Soluţia acestui sistem fiind x = 0, y = 1, punctul Po(0, 1) este punct critic al ` 
funcției f. Totuşi, el nu este punct extrem. 
Într-adevăr, calculând direct creşterea totală a funcției ШРЫ găsim: 
Af(Po) = f(0+h, 1+k) - (0, 1) = b? + К? 
Se observă cá pentru h «0, k>0 si | < k, Af(Po) > 0, iar pentru h <0, 
К <0, Af(Po) «0. Prin urmare, TIMER ҮҮ = ай Аск koi constant în 


vecinătatea lui Po(0, 1) şi deci acest punct nu poate fi punct de extrem pentru 
f(x, y). | 


5.5.2 Condiţii suficiente de extrem 


Aceste condiţii apelează la derivatele parțiale de ordinul al doilea sau mai 
mare şi se obțin pe baza studiului semnului creşterii funcţiei în vecinătatea 
punctului critic. | 

Funcţii de două variabile 

Fie f(x, y) o functie care admite derivate partiale pánà la ordinul trei 
inclusiv in punctul critic Po(xo, yo). Notám: 

Ав „dt cazat 
Ox” дхду ду? 


$i cu Ao, Bo, Co, valorile acestor funcţii în Po. 


Teorema 5.5.2: Fie Po(xo yo). un punct critic al funcţiei f(x,y) si 
A 2 Ao Co- В ы Atunci: | | | 
1. În cazul A? > 0, punctul Po este punct de extrem, şi anume. 
1.1 — de maxim, dacă Ao (sau Co) < 0, 
1.2 — de minim, dacă Ao(sau Co) > 0 
| 2. În cazul AY < 0, punctul Po nu este punct extrem, iar dacă 
3. A? = 0, nu se poate afirma nimic despre punctul Po. În unele cazuri el 


poate fi punct extrem, în altele, nu. 
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Demonstraţie: Aplicăm formula lui Taylor funcției f în care considerăm 


of(Pj) _ o 9f(P) 
дх "Фу 


m = 3. Deoarece Po(xo, yo) este punct critic ( = 0), creşterea 


totală a funcției Af(Po) se poate scrie sub forma: 


of af бн 


Af(Po) = f(xo+h, yo 4) - f(Xo,yo) = — Lo T p (хо, yo) + Ra(Po; h, К) 


Dacă h şi К sunt sufiecint de mici, adică ne situăm în vecinătatea punctului 
Po, semnul creşterii Af(Po) va fi determinat de semnul primei expresii din 
membrul al doilea: 
E(h, К) = h^Ao + 2hkBo + k'Co 
deoarece în restul de ordinul trei R3(Po; h, К) intervin puterile de ordinul trei, h>, 
hk, hk?, h? care sunt mult mai mici în raport cu puterile de ordinul doi h?, hk, k? 
care apar in E(h, К). Scoţând forțat în factor ре k^ în expresia E(h, k), şi notând 


5 =À, (k 0), vom putea scrie 


| ia L 
Af(Xo, yo) = zu EQ) * R3(Po; h, k). 
iñ care Е(А) Мин trinomul: 
E(A) = A^ Ao + 2ABo + C 

Semnul creşterii funcţiei în vecinătatea punctului Po va depinde deci de 
semnul trinomului Е(А), a cărui natură este dată de discriminantul 
său б, = B; AC, = AY. Concluzia teoremei va rezulta din studiul semnului 
lui A? = -59. Lăsăm în seama cititoului discuţia în detaliu a situaţiei din cazurile 
1,2 şi 3, deoarece ele implică numai cunoştinţe privind semnul trinomului de 
gradul doi. 


Observaţii: 1. Dacă în expresia E(h, k) am fi scos în factor pe h° şi am fi 
h : к] ма 
notat £ = LL, trinomul E(À) se transformă în 
TE Э 
E(u)= A; 8288, + H` Co 
şi atunci semnul creşterii funcţiei ar fi fost determinat de semnul lui Co. 


2. Remarcăm faptul са A poate fi scris sub forma unui determinant, şi 


anume: 


JO f(P.) Ə°f(P.) 


AO = A, В дх? дхду 
Bo C| JOE) OFP) 
дхду ду" 


Considerăm pe Ao (sau Co) ca un determinant de ordinul unu: A; = ЛО, 
condițiile suficiente de extrem 1-3 pot fi reformulate astfel: | 

1.1 — dacă A; > 0, A» 20 punctul Poeste şi punct de minim local, 

1.2. — dacă A, <0, A2 > 0, punctul Po este punct de maxim local, 

2. — dacă A, < 0 (sau A, > 0), dar A; < 0, Po nu este punct de extrem, ` 

3. — dacă A, < 0 (sau A, > 0), dar A; = 0, nu se poate decide dacă Po este un 


punct de extrem. 
5.5.3 Condiţii suficiente de extrem exprimate prin diferenţiale 


Funcţiile de două variabile 
Vom folosi formula lui Taylor (5.4.17) scrisă cu ajutorul diferentialelor 
(5.4.6). Deoarece în punctul critic Po(Xo, yo), df(Po) 2 0 (cáci ea se exprimá cu 


ajutorul derivatelor partiale de ordinul unu, care se anulează), vom avea: 
Afíxo, yo) = —. Ёо, уд + (Ро, K) 

unde — | | | 

| Ra(Po; h, k) = Zdi + Оһ, yo + 0k), 0 < 0<1 


De aici rezultă o caracterizare a punctelor de extrem си ajutorul diferen- 
Нас! de ordinul doi, după cum urmează: 

l. dacă în vecinătatea punctului Po, d2f(xo, yo) > 0, funcţia f аге în acest 
punct un minim local, 

2. dacă în vecinătatea punctului Po, 4 хо, Уо) « 0, funcţia f are în acest 
punct un maxim local, 

3. dacă d°f(xo, yo) = 0, nu putem decide natura punctului Po si va trebui să 
luăm în discuţie semnul diferențialei de ordinul trei sau mai mare. 

Exemplu: Să se studieze extremele funcției f(x, y) = xy(a-x-y) cu ає В. 


In cazul a # 0, avem: 
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of of 
— = у(а-2х-у), — = x(a-x-2 
Эх y(a-2x-y) сар (a-x-2y) 
дг? La Qf 
— = - 2y, = a- 2x- 2y, =- 2x. 
E Oa PQR ^ ау? 
Exprimánd condiţiile (5.5.1) şi rezolvăm sistemul corespunzător: 
y(a — 2x —y)=0 
x(a-x-2y)20' 


obtinem punctele Ч critice: Po(0, 0), P (0, a), Рх(а, 0), si zc: 3^ Calculànd valo- 


rile funcţiilor A,B,C în aceste нь чин şi apoi A = AC - B?, găsim: 

-în Po, Ao = 0, Bo = a, Co = 0, А®= -а2 ; punctul Po nu este punct de 
extrem, | | 

-în Ру, A; = -2a, B, = -à, Ci = 0, A” = -a2< 0; punctul P, nu este punct de 
extrem 

- în Po, Аз = 0, В» = -a, C; = - 2а, AQ = -8< 0; punctul Р, nu este punct de 


extrem, 
| 2 4 P 
— în P3; A, =a B =-та,С, = 22449-2 50; punctul Ps este 
A 3 3 


punct de extrem si anume: de maxim dacá a » 0 (deoarece As < 0) si de minim 
dacă a< (deoarece Аз — ca şi C5 — sunt pozitive). | 

„Să considerăm acum cazul a = 0. Singurul punct critic al funcției f pentru 
a= 0 este Po(0, 0). În acest caz pè O şi ne găsim în situația 3. Pentru a decide 
dacă punctul critic Po(0, 0) este şi punct de extrem, calculăm creşterea totală a 
funcţiei în acest punct introducând în studiu diferenţiala de ordinul trei. 

Vom avea astfel: 
Af(0, 0) = A n 9. md Y? f(0,0) + R4(Po: h, k) (d^f(0, 0) = 0) 
31 дх dy 


Arma: seama că derivatele parțiale de ordinul trei în punctul Po au nM: 


ES E 20 m 9f 
" дх'ду | ^ дхду! 


=-2 


dezvoltând binomul (= + 23 )” la puterea a treia simbolică, vom obține, 
X y 


4^ 


conform convetiei de ridicare la o astfel de putere, expresia 
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Af(0, 0) = LEG, К) = -hk(h +k) 


Or, se poate constata ugor cá E(h, k) poate avea orice semn cánd h si k iau 
diverse valori, şi, prin urmare, creşterea funcției Af(0, 0) îşi schimbă semnul în 
vecinătatea lui Po(0, 0). Deci Po(0, 0), nu este punct extrem. 

Funcţii de n variabile 

Fie f(xi, X2, ..., Xn) o funcţie de n variabile care admite derivate parțiale 
până la ordinul trei, continue în punctul critic Ро(ху, ху, 4 X5 ). Conform celor 
arătate mai sus în acest punct sunt ЕТИ relaţiile (5.5.2), adică: 

Lusto career. d | 
дх, ^ Ox, À 

De aici, rezultă ах? z = x°) = 0 si din formula lui Taylor (5.4.16) 

obtinem: | нэ 


Аб, ТРУ x, )= і Н, хо, Хан хохо х0) = 
5 dfe SERIE ар t zi EL (x? th, x2 +0h,,..x ° 40h, ),0<0<1. 
Pe de altá parte, conform formulei (5.4.5), vom avea: 


d2f(Po) „ёа. +h of 


T te) PET 29" STP) 
Ox, дх, 


oxi inh oxi 


+. a Po )= h° 
UX. 
; 9" f (P) as (P, Ж 
+ h? 94 2hih 
T MX. | ere 


9f f (B,) 


d` а) 
+ 2hiha rA LR 
еее" 


" Әх, OX, _ OX, 


uost Dioh 


l X, 
. Süánotám derivatele partiale ale овори f în punctul Po cu Ад, unde: 


Әф) 
ыг дх,дх, 


Араў ат 
Cu aceste notații d^f(Po) poate fi scrisă sub forma: 
d f(x х mud ) = X X АД (5.53) 


Expresia din membrul al doilea de grad doi în creşterile h;,..., h; se numeşte 


formă patratică. Condiţiile în care această formă patratică păstrează semn 


NM Oa 
|? 


constant se exprimă cu ajutorul minorilor diagonali ai matricei Нұ = — 


X,OX ; 
calculată în Po: 
Au An А 
21 А,, E Asa 
H4Po) = 
Ag А, , A. 
Aceşti minori, au expresiile: - 
ALA A 
h а Ay А, А, E Ж. 22 
at » 1 512 E 25 HEN da 
A=Awm A» ‚ Аз A A Aa , , = 
Аз, Аз оры о, Nene zd iod nde: 
Ау А}, А., А А А 
nl 82757” nn 


Condiţiile suficiente de extrem pentru o funcție de n variabile care sunt date 
de: 

Teorema 5.5.3 Dacă (хі, X2, ..., x) este de două ori diferenfiabilà în 
punctul critic Ро(х?, x5 , .., Хо ) şi dacă: 

1. A 20, A520, ..., A 20 (0х0, x9, .., x9) >0 în vecinătatea lui Po), 
atunci punctul Рох, х)... x? ) este punet de minim local al funcţiei f 

2. A <0, A320, ..., An >0 (0х9, x9,.., x9) 20 în vecinătatea lui Po), 


Ч 0 0 . СС 
atunci punctul Р(х , x5 , ..., x? ) este punct de maxim local al funcţiei f; 


3. semnele determinanfilor A;, i = 1, п, sunt diferite dar nu alternează, sau 


cel puţin, un determinant se anulează, Ро(х?, х9 ,..., x9) nu este punct de 
extrem. 

Exemplu: Considerăm funcția f(xi, X5, ..., Xn) = A; *Xj t Xj-XpX3 ŞI ne 
propunem să găsim punctele de extrem ale acestei funcții. 


Mai întâi calculám derivatele parţiale de ordinul unu şi doi ale funcției f: 


ai З = 2X2, E = 2Х3-Х), 


Ох, дх, 0X4 


° Matricea Н; se numeşte matrice hessiană. Condiţiile in care forma patratică 5.5.3. este pozitiv 
sau negativ definită pot fi găsite în lucrarea [9]. Ele depind de semnele minorilor diagonali ai 
matricei H4P9). 
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с: ОРС OAE le TRI e ИРЕТ ИНЕ. К 


FTH ... ol zd "Oxo, | | à ^н x, ' Әх,дх, Ойга 


Sistemul obţinut prin anularea derivatelor de ordinul unu: 


2X/ P xls 
2х,=0 
х, t2x, = 0 


are soluția x, = 0, х2 = 0, хз= 0 şi deci Po(0, 0, 0) este punct critic. În acest punct, 
derivatele parțiale de ordinul al doilea ale funcției f au valorile: 
An = 2, A= A2 = 0, Аз = Аз = -1, A2=2, A33=2, Ax = Аз = 0. 
Matricea hessiană în punctul Po este: 


2| 0 «M 


H(Po)=| 0 2 0 
-] 0:2 
si avem: 
2 0 -I 
2 0 | 
ты" | istas 06.25 : 0/2620 
-L0 2 


Aplicánd teorema 5.5.3, punctul L, rezultă că în Po(0, 0, 0) funcţia f are un 
minim local. y 
La acelagi rezultat am fi ajuns dacă studiam creșterea totală a funcţiei î în 
vecinătatea lui Po(0, 0, 0), în mod direct. f 
"Într-adevăr, | 
АГ, 0, 0)=f(0+h,, 0+h2, 0+h3) — 10, 0, 0) = 


= hi +hi+hi-hh,=h2+(h, -IhY lh »0, 


oricare ar fi creşterile hi, h2, hs suficient de mici, adică Po este punct de minim 


local. 
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5.6 Extreme condiționate (constrânse sau legate) 


In unele aplicaţii se cere determinarea extremelor unei funcții f(x1,X2,...;Xn) 
când variabilele Ху, X2, ..., Xa Sunt supuse unor condiții date, care analitic se 
exprimă printr-un număr de relaţii de legătură. 


FIAT, a Ха) 29042" (5.6.1) 


E noia X251 Ko) 2D... LEmsn-1 

O astfel de problemá se numeste problemă de extrem condifionat, 
constrâns sau legat. În fond, toate problemele de optimizare, liniare sau neliniare, 
cu restrictii date, sunt de acest tip. | 

Presupunem că funcţia f cât si funcţiile Fu i=ln, sunt definite pe acelasi 
domeniu DCR", şi fie P(x}, x$, ..., X? ) un punct interior domeniul D. 

Definiţia 5.6.1: Spunem că punctul Po care satisface ecuaţia de legătură 
(5.6.1) este un punct de maxim (minim) relativ condiționat al funcţiei f, dacă 
există o vecinătate V,(Po) a acestui punct astfel încât pentru orice punct 
P(xi, X2, ..., X) € Ve(Po) A D ale cărui coordonate verifică restricțiile (5.6.1), este 
satisfăcută inegalitatea: | | 

f(P) — (Ро) < 0 (maxim condiţionat), sau 
f(P) — (Ро) (20) (minim condiţionat) 

Dacă punem x; = х} + әј = ln, definitia de mai sus se poate reformula 
sub formă echivalentă astfel: 

Definiţia 5.6.2: Punctul Po(x,, x5, ..., x ? ), interior domeniului D, este un 
punct de maxim(minim) relativ condiționat al funcţiei f, dacă oricare ar fi 
creşterile hi, h2, ..., hu, suficient de mici: 

(hil Ihaj... hal} <, n > 0. 
care verifică relațiile: 


F(x, +h, xS ho, xt +h )=0, il, m, 
are'loc: 


; 0 0 0 
хт +h,,x; +һ,,...,Х9 +h,) N f(x, ыг exa IAM 


(20) 
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Punctele de maxim sau minim condiționat se numesc puncte de extrem 
condiționat. 

Înainte de a trece la studiul extremelor condiționate, vom face două 
observaţii în legătură cu restricţiile (5.6.1). În primul rând, numărul lor, m, nu 
poate fi egal sau mai mare decât numărul variabilelor, unei funcții de două 
variabilele i se poate asocia o singură relație de legătură, unei funcţii de trei 
variabile, una sau două, si, în sfârşit, unei funcţii de n variabile cel mult m = n-1. 


In caz contrar problema de extrem condiționat nu are soluţie. In al doilea rând, 


funcţiile Fi(Xi, Xo, ...., Ха), і=1, т, trebuie să fie independente, fapt care se 


; ! > дЕ, I ANE 

exprimă prin condiția ca matricea funcțională iva) К-1,ш, ј=1, т să aibă 
2 

rangul m. Totodatà aceasta înseamnă că diferentiind а de ecuaţii, F, = 0, 


ба 06, „Е, = 0 vom obtine n m relatii: 


AC URN nee Чэ h ог (5.6.2) 
itx ; iată 


care, într-un punct Po(x? pe M e о) E fi rezolvate in raport cu m dintre 
cresterile dx;(h;), ca funcție de celelalte n-m. — 

Să trecem acum la problema propriu zisă a extremelor condiționate. Va 
trebui, ca şi în cazul extremelor libere — adică a extremelor funcției f în care 
variabilele ei nu sunt supuse la nici o restricţie — să stabilim condiţiile necesare de 
extrem condiţionat şi acele condiţii suficiente care ne permit să decidem care este 
natura extremului, atunci când acesta există. Una dintre metodele de studiu a 
extremelor condiţionate este aşa numita metodă, a multiplicărilor. lui Lagrange. 
Prin aceasta metodă, o problemă de extrem condiționat pentru funcția 
fI X135. 10.2 Xn) cu legăturile Fi(xi, X2, ...., Xn) = 0, se transformă într-o problemă 
de extrem liber, pentru o funcție auxiliară, numită funcția lui Lagrange, care se 
defineşte astfel: | 

LOB Ха, ce Хай, N33 À m) SCX X2,...., X) Fia, ЖЗ» ә,» у Xn) + A 

+ АЕ (хі, X2, ...., Ха)+... +АһЕш(Х1, Х2,  Х 4 (5.6.3) 

În această expresie Рх, Xo, ...., хү) sunt funcțiile p membrul întâi al 

relaţiilor de legătură (5.6.1) iar Ал, А, ...., Am sunt constante — mulriplicatori ai lui 


Lagrange — ce urmează a fi determinate. In consecinţă, condiţiile necesare de 
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extrem condiţionat pentru f se vor exprima prin condiţiile necesare de extrem 
liber pentru funcţia lui Lagrange L(xi, Хо, ...., ХА, А, ...., Аа), iar condițiile 
suficiente vor rezulta din condiția ca semnul creşterii totale a funcţiei L în 


vecinătatea unui anumit punct Po(x f, хо, ..., x ° ) să rămână constant. 


5.6.1 Conditii necesare de extrem conditionat 


. Teorema 5.7: Dacă funcţia Ї(Ху, x», ...., Xn) admite în punctul Poe DCR" 
un extrem condiționat local (relativ) în care F;(Po) = 0, К = |, аќипсі їп 


acest punct au loc relaţiile: 


BE о, д д/д, AL o 9b. 9 (5.64): 
Ox, ханти 96 


55:78 


= ý 


0, ч OX 


n 


Egalitatea de mai sus constituie un sistem de n +m ecuaţii cu п + т 


Ё 0 20 0.40 40 0 
necunoscute: ХІ, Хә, 00009 Xn; Ад, o, ..... Аа: Dacă (X, 9 X^ 9 °... X n , 1 , 2 y зөө) À ) 


m 
este o soluţie a sistemului (5.6.4.), punctul Рох? X5 ‚...‚ x5 ) se numeşte punct 
critic (sau staționar) al funcției lui Lagrange L. 

În particular, pentru o-functie de două variabile f(x, y) in care x şi y sunt 
supuse la ecuatia de legătură 

| F(x, y) 20 | 
vom construi funcția lui Lagrange, L(x, y; À) avánd expresia: L(x, y; À) = f(x, y)* 
Х.Е(х, y) iar condiţiile necesare de extrem condiţionat se vor exprima prin: 


9L o, oL o 9L _ (5.6.5) 
дх ду дА 
Observaţie: Numărul multiplicatorilor lui Lagrange este întotdeauna egal 
cu numărul ecuaţiilor de legătură (al restricţiilor care condiţionează extremul). 
Exemple: 1. Să se găsească punctele de extrem ale funcţiei f(x, y) = xy cu 
condiția x + y = 6. 


Aplicăm metoda multiplicatorilor lui Lagrange. 


! detalii vezi, de exemplu lucrarea [12] 


Condiţia de legătură fiind F(x, у)=х + y — 6 = 0, funcția lui Lagrange va 
avea forma: . | 
` L(x, y; À) = xy + À(x + y - 6) 


Întrucât: 
— = X+y-6. 


sistemul (5.6.5) este compus din ecuaţiile: 
EN y+À = 0, x+À = 0, x+y-6 = 0. 

Soluţia acestui sistem este xo = 3, Yo = 3,'Ào= -3, si deci Po(3, 3) este punct 
critic al funcției L. Vom vedea mai departe ca eleste Şi punct de extrem 
condiţionat. 

2. Să se cerieteze extremele. functiel х, Хэ, хз) 2 xr - X2 x1 cu 
legáturile: 

Fi(xi, Хо, X3) = X1+X2+X3-3 = 0, 
Fo(Xi, Хо, Хз) 8 xyi-X?-8 = 0. . 
În acest caz funcţia lui Lagrange este: . ` 


L(x1,X2,X3; Эл, А) = Xi X5 вх Aq (X24X3-3) ж Ao(X-X3-8), 


ŞI avem: 
P egal, CENE e B че үй scans yy a 
дх, | zo AOK адхі; 
oL ibas Ё 
—=X +X,+X,-3, — =x —x,—8. 
д), 1 2 3 дА, 1 2 
Sistemul (5.6.4) devine: 


2х,43,43,-0,Х,4х,4Х,-3-0, 
42x; TÀ,-A,20,x,-x,-820, 
2 hum 


cu soluția x, = 5, х5 2-3, хо = 1, M = 2, 5% = -8. Punctul critic Р,(5:3, 1) 


este eventual punct de extrem conditionat. - 
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5.6.2 Condiţii suficiente de extrem condiţionat 


Fie (x7, x5 se хо AG, А5 унь 22.) o soluţie a sistemului (5.6.4). Pentru a 


cerceta dacă punctul critic Po(x ? , x$ ,..., x? ) este şi punct de extrem conditionat 


al funcției f cu restricțiile F; = 0, i = 1, п, vom înlocui valorile lui À, = Ёс: 


i= l,m, în expresia (5.6.3) a funcţiei L şi vom calcula diferenţiala a doua a 
acesteia în punctul Po. Obtinem: 


Pr 0. 0 0 0 0 0 
$] ) d L(x, ‚Хх, seo X n гар Х, IP À 


m? 


hi, hz, h....ha) к= 


p gk, дх, 


duae Pepi, 29 1), хальт PLAP i шах 8 чө) 
Apoi explicităm sistemul (5.6.2) calculând diferentialele de ordinul întâi ale 


relațiilor de legătură în punctul Po. Vom avea: 


ECE) pi ОН) рь НВ) 


h,= 
Xi х, Ох, ! 
| 9E, (Po) hi4 9E, (P) h>+ sp En (Eo) ha = (0 
Ox, дх, X. 


Deoarece am presupus că rangul acestui sistem omogen în creşterile 
hi, ha, ..., h, este m, putem exprima m dintre aceste creşteri: hi, hz, ..., hm în 
funcție de celelalte n-m (hg, hg, ..., hn) şi vom ауса: 

h= gi(hm+i, hm, .... ha) 


hz 82(Їлн1» Їлэ2»: În) 


hm n £n (hmi, hm+2, ID hn). 
Inlocuind aceste creşteri în expresia diferentialei d?L obținem: 
| n-m 


hi, h>, baha) = р? dij h; h; 


2 0 0 0 0 0 0 
"dL (g, Эд d a A Ада A >) 
ч LS 


m? 
în care 


ОЪ A ers d) 
Ox, ду, 


4j = dj = 
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Funcţia: 
n-m 
P (hat... ha) = > aij hi hj 
r = 
este o formă patratică în creşterile Мый... aaie. Aplicând teorema care dă 
condiţiile de definire a semnului unei forme pătratice”, vor rezulta йнйбаге1е 


condiţii suficiente de extrem condiţionat: 


a) dacă ф(Їлд1,..., ha) este pozitiv definită, punctul Po(x ? , x $.,..., x ) este 


un punct de minim relativ condiţionat, 
b) dacă Q(hi,..., ha) este negativ definită, punctul Р(х? , хо ,..., x ) este 


un punct de maxim relativ conditionat, 


c) dacă P(hm+1,..-, hn) este nedefinită, punctul Po(x? , x$ ,..., X°? ) nu este 


punct de extrem, 

d) dacă qQ(hii,..., ha) este semidefinită (isi schimbă semnul în funcție de 
valorile creşterile һы... ha) nu пе putem prOhlința asupra punctului Po, fiind 
necesară o cercetare suplimentară care face apel la diferentialele de ordin 
superior. 


Condiţiile din afirmaţiile a-d se exprimă cu ajutorul determinantilor 


Sete i asociați matricii: Н(Ру = = Пау, i, = Lus 
um dp di 


A = а, А = Мау РЕЗА Ши ГЫ 0-6 5 < тет, 


4,14, 


Reluăm studiul problemelor de extrem din exemplele 1 si 2, p. 244. 
Exemplul 1 (continuare) 1. Am găsit e Staţionar Po(3, 3) şi ào = -3 
Prin diferentierea ecuatiei de legătură F(X, y) = x+y-6 = 0, în punctul Po obținem: 
| d3,3)-heks0 эс 
De 'aici rezultă k= -h şi prin urmare diferenţiala а doua a funcţiei 


L(x, y, -Ào) în punctul Po(3,3) va fi dată de: 


d'L(3,3;-3,h) = (h КОН h Я )?L(3,3;-3) = 
Ox ду 


` Vezi lucrarea [13]. 
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g- д°1.3,3;-—3) уу 9^L(3,3;3) ono 9^L(3,3;-3) 
x7 дхду ду? 
Rezultă: | 
| | 4143, 3;-2) --287 «0 
pentru oricare hz0. Este astfel implicată varianta b din condiţiile suficiente de 
extrem şi prin urmare Po(3, 3) este punct de maxim relativ condiţionat, în care 
avem: 
| fmax = (63,3) = 9. 

Exemplul 2 (continuare) Punctul staționar al funcţiei studiate în acest 
exemplu este Po(5, -3, 1), iar valorile multiplicatorilor lui Lagrange sunt № = -2; 
№, =-8. | 

Funcţia lui Lagrange corespunzătoare va fi: 

ха, Хэ, X528) = X? +x? +x? -20x *x,4X,3)-8(x,-x,-8)2 
= x? +x3+x5 -10xı + 6x2- 2x3+ 70 


Deoarece derivatele parțiale de ordinul doi ale acestei funcții sunt: 


FL `, SL NIL » 
дх ^. xm, ^ ) хн 
(Lud. ^g 


ox X de M ОК, 
diferenţiala a doua in punctul Po are expresia: 
d'L(5,-3,1;-1,-8, hibah) = h? +h? +h? 
Creşterile hi, ho, hs nefiind independente, prin diferențierea ecuațiilor de 
legătură Fı(X1, X>, Хз) = 0, Fo(xi, Хо, Хз) = 0 se găseşte rezultatul: 
++ h3 = 0 
hi- h;= 0 
“De aici urmează һә = h), hz3=-2h, şi deci pentru orice creştere hı #0, 
suficient de mici: 
| d'L(5,-3,1) = 6h? >0 
Prin urmare, Po(5, -3, 1) este punct de minim condiționat al funcției f şi 


fmin = f(Po) = 35. 


5.6.3 O aplicaţie în economie. Maximizarea utilității în raport cu 


cererea consumatorului 

Problema maximizării utilității în raport cu cererea consumatorului este 
după cum se va vedea mai jos, o problemă de optimizare neliniară cu o singură 
restricție funcțională. Să presupunem că un consumator este interesat de două 
categorii de bunuri materiale (de exemplu, obiecte casnice (p) şi articole de 
îmbrăcăminte (q)) ale căror preţuri sunt reglate prin economia de piață. Puterea 
de cumpărare a consumatorului este limitată de bugetul B de care dispune acesta 
pentru achiziționarea bunurilor respective. 

Fie U=U(p, q), funcţia de utilitate. 

Deoarece consumatorul are efectiv nevoie de aceste bunuri, trebuie să 
presupunem са utilităţile marginale U' si U', sunt strict pozitive. Vom nota cu 
Cp si C4 costurile unitare ale celor două categorii de produse. Problema 
maximizării utilității revine, matematic, la găsirea extremului condiţionat 

maxU(p, 9), (pq»0;U,si U,» 0) | 
cu restrictia (,,restictia bugetului”), 
PCp + qC4-2B,(B»0) . 
Pentru rezolvarea problemei, definim funcția lui Lagrange 
L(x, у; À)=U(p, q) + A(B- pCp - qC) 
$i vom exprima condiţiile necesare de extrem condiționat: 
4 p JL 


= — ,L' = — etc. 4 5.6.6) 
POD CY un aq ) ; 


L',=U' -ÀCy=0, (L' 

L' =U', —ÀCa = 0 

L '=В - PCp - qCa= 0 
Din primele două ecuaţii, rezultă că în punctul de extrem al funcției U, 


(dacă acesta există) parametrul À este dat de valoarea comună a rapoartelor: 


Чай set. 


Id (5.6.7) 
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Din prima proporție de mai sus, deducem: ` 
2223 yf; (5.6.8) 
„Formulele de mai sus sunt susceptibile la unele interpretari de natură 
economică. Astfel, formula (5.6.7) exprimă faptul că pentru maximizarea utilității 
consumatorul trebuie să-şi prevadă bugetul sau astfel încât să egalizeze rapoartele 


dintre utilităţile marginale şi prețurile celor două categorii de produse, parametrul 


À jucând rolul de rată marginală financiară. 

Apoi pentru a interpreta formula (5.6.8) să ne situám pe o curbá de 
indiferență U(p, q) = const. 

De aici, urmează că diferenţiala funcţiei U pe o astfel de curbă este nulă: 


dU = U', dp + U', dq = 0. 


Considerăm planul raportat la sistemul de axe ortogonale 0p,0q si curba de 
indiferență (C) (fig. 5.6.1), din relația de mai sus rezultă că panta tangentei la 


această curbă este dată de 


şi cum U', , О" > 0, rezultă A « 0, adicá unghiul 0, al tangentei la curba (C) şi 
p 


A A, TU x 
axa Op este mai mare decát re (curba (C) este descrescătoare). 


БЭ 


Pe de altă parte, cea de a treia relaţie 5.6.6 poate fi scrisă sub forma: 


ACUTE 
Hah {зе o quU) 


q q 


Aceasta reprezintă ecuația unei drepte — dreapta bugetului — a cărei pantă 


fign r eine Те” | | а E 
este “48 şi ordonată la origine c (fig. 5.4) Acum (5.6.8) se interpretează după 
q q 


cum urmează. Pentru maximizarea utilității, consumatorul trebuie să-şi reparti- 
zeze astfel bugetul încât să se situeze pe curba de indiferență (C) într-un punct 
М(р, 4 ) în care panta tangentei la (C) să coincidă си panta dreptei bugetului 


(vezi fig. 5.4) ceea ce revine tocmai la relația (5.6.8). Alte puncte de curba (C) nu 


satisfac această condiţie. 
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Deoarece coordonatele 
(p. q) verificá ecuatiile (5.6.6). 
5 indiferenti punctul M va fi punct critic 


(staționar) al problemei. Pentru 


a stabili dacă într-adevăr el este 


punct de maxim pentru funcția 


dreapta 


bugetului de utilitate va trebui, mai întâi, 


ehm ed l. СЯ sá diferentiem restrictia buge- 


tului, de unde obținem: 


С. + Cod, = dB = 0. 
MP C, | 470 Г ба). i 
Introducând pe dq = - — dp, care rezultă din această relație, în expresia 
q 
diferentialei de ordinul al doilea d'L(p, д; А), vom deduce, de aici, їп baza 
condiţiilor suficiente de: extrem condiționat, faptul că punctul M(p, q) este 


într-adevăr punct de maxim condiţionat de restrictia bugetară a consumatorului. ; 


5.7 Întrebări de control şi exerciții 


A) Aplicaţii teoretice (teste) 

Se vor prezenta în continuare о serie de teste grilă în scopul verificării 
cunoştinţelor teoretice prezentate în acest capitol. Fiecare, test constă într-o 
întrebare cu patru variante de răspuns. Rezolvarea corectă presupune încercuirea 
afirmațiilor adevărate; pot exista mai multe variante adevărate sau nici una. | 

E Dacă limitele parţiale ale funcției f (x, у)ї în Р,(х,, уу) sunt egale atunci 
funcţia: 

а) are limită globală în P. ; 
Б) ar putea avea limită globală în P, ; 


c) nu аге limită globală in Р,; 
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d) are limită globală şi este egală cu cele parţiale. 
2. Criteriul lui Schwarz afirmă că funcția í (x, y) are: 
a) derivatele parțiale de ordinul întâi egale, 
- b) derivatele parțiale de ordinul doi, egale, 
c) derivatele parțiale mixte de ordinul doi egale 
d) derivatele de ordinul întâi sunt continue. 
3. Diferentiala df a unei funcţii P, e R”, aproximeazá: 
a) limita globală a funcției in P5; 
b) variaţia funcţiei într-o vecinătate a lui. P,; 
c) punctele de extrem locàl a lui f: 
d) derivatele parţiale de ordinul întâi in P, . 
4. Care dintre următoarele afirmaţii sunt adevărate: 
a) orice punct critic este punct de extrem local; 
b) orice punct de extrem local este punct critic; | 
с) într-un punct critic derivatele parțiale de ordinul întâi se anulează; 
d) punctele de extrem local se găsesc printre punctele critice. 
5. Fie f: RB OR şi P,e R" Dacă ? și 4, (i= 1, п) reprezintă limita 
globală şi respectiv limitele parţiale in P, , atunci dacă: 
a) există /,, l3, ..., Ё, , existà şi sunt egale, există si limita /. 
b) există Z, dar nu sunt egale, nu există limita £; 
с) nu există limita” /, nu există nici £;; 
d) există limita Z, există şi limitele parțiale /, şi sunt egale. 
6. O funcție f: R" — R are totdeauna: 
a) n derivate parţiale de ordinul întâi; 
b) п> derivate parţiale de ordinul doi, egale; 
c) n derivate parțiale de ordinul doi mixte; 
d) n? derivate parțiale de ordinul întâi distincte. 
7. O funcţie oarecare f : К" — К are: 
a) cel mult n puncte critice; 


b) cel putin n puncte de extrem local; 
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c) numărul de puncte critice acelaşi cu cel al punctelor de extrem; 
d) numărul punctelor critice şi de extrem nu depind de n. 
8. Hessiana ataşată funcției f : В" В: 
a) este o matrice pátraticá de ordin n; ^ ` 
b) este formată cu derivatele parţiale de ordinul întâi ale funcţiei; 
с) are elementele egale două câte două; | 
d) este formată cu derivatele parţiale de ordinul doi ale funcţiei. 
9. Fie f :R" >R şi P, (xo, Уу)є R?. Dacă £, í, Şi l, reprezintă limita 
globală şi respectiv limitele parţiale in Ру, atunci: . | 


a) fcontinuă їп P, înseamnă lim f(P)= f (P. ); 


PP, і 
b) f continuă in P, este echivalentă cu (= (| — (,: 
с) dacă /,, £, nu există, f nu este continuă în Б. 
d) dacă f (Р,)= £ atunci f nu este continuá in P,. 
.10. Punctul P, € R" este punct critic pentru бидсйн f:R"—R, dacă 
derivatele parţiale: 
a) de ordinul întâi, sunt egale în B; 
b) de ordinul doi, sunt continue ín P,; 
C) de ordinul întâi, se anulează in Po; 
d) de ordinul doi, se anuleazá in B,. 


11. Fie f: К"  R . Criteriul lui Schwarz, afirmă cá: 


‚ gr 

дх ду 

Qf 9f 
b = 1 
дхду дудх 
j Pt ovr 

дх? ду!” 


d) derivatele parţiale de ordin doi sunt continue. 
12. Fie Р, punct de minim pentru funcţia f : В" > R. Atunci: 


а) d'f(P,)=0; 
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b) d f(P,)=0; 

c) d°f (P, )= 0 pozitiv definită într-o vecinătate a lui E 

d) d"f (P) = 0 negativ definită într-o vecinătate a lui P). 
13. Fie P, punct critic pentru f : R" — R . Atunci: 

a) d f(P,)=0; 

b) derivatele parţiale de ordinul întâi se anulează in Pj; 

c) P, este punct de minim, dacă d°f (P, ) pozitiv definită; 

d) P, nu este punct de extrem, dacă а? (P,) este negativ definită. 
14. Criteriul ыг sawak implică faptul că funcția f : в" ча К аге: 

а) matricea hessiană simetrică; | 


b) derivatele parțiale de ordinul doi mixte, egale; 


c) puncte de extrem local; 
d) df este pozitiv definită. 
„15. Dacă P, este un punct de maxim pentru f: К" — К atunci: 


ОЕ(Р,). ӨГ) .. 


a) —— =————=0; 


дх ду 
b) 47 (P, ) este negativ definită într-o vecinătate a lui P,; 
c) df (P, ) este negativ definită într-o vecinătate a lui Py 


ш ZEE) or) o 
дх? ду?: 
B. Aplicaţii practice 
I Studiul funcţiilor. Limite. Continuitate. Derivabilitate 
Fie f: DC R" R şi Р, (хү, хо...хо)є D. Pentru a studia limita (globală) 
şi continuitatea funcţiei în P, se procedează conform următorului 
L1 Algoritm de lucru: | 
|. Caleulám limitele parţiale în Pj. Dacă acestea: 
a) există şi sunt diferite, atunci limita globală nu există; 
b) există şi sunt egale (sau nu există), limita globală poate exista sau 


nu; 


c) existența limitei globale implică unicitatea ei; 


2. Pentru studiul continuității funcţiei f în punctul P, € D (există deci 


f(Po)), se calculează limita globală £= lim f былк ү 1 Tia. Dacă £ există 


$i 

2.1 =? (P,), funcția f este continuă in Pj. Când. £ # f (P,), P, este 
punct de discontinuitate pentru f. DIM 

22 £s (Р) dar limitele parțiale există şi sunt egale cu f(P,), 
funcția Sia буйг: în raport си fiecare variabilă, în не, сапа vanabilele 
complementare sunt fixate. hd 


din 


Observaţie: Pentru calculul limitei globale se folosesc şiruri (P, 4 


К" si se calculează f = lim f (P, ). Dacă f:D —R,si D c R2, atunci se folo- 
(—)oo Ё й: . ` 
ѕеѕс şiruri (x, y, ) şi se calculează іт (ху). 
11--Э оо 


Pentru a arăta că / nu există, este suficient să trecem la limită utilizând 
şiruri particulare de forma: y, = mx,, y, = mx? ес: (me К, oarecare). Dacă 
pentru diferite valori ale lui m, se obțin limite diferite, atunci limita globală £, nu 
există. 

3. Pentru calculul derivatelor parțiale se derivează funcţia în raport cu o 
variabilă, considerând celelalte variabile drept constante, după regulile cunoscute. 
În calculul derivatelor parţiale de ordin doi; se tine seama de criteriul lui Schwarz. 

I.2 Exerciţii şi probleme propuse: 

1. Determinati domeniul de. definiție şi : mulțimea; valorilor pentru 


următoarele funcții f: D >I, ISR : 


а) fG&;y)2 J1- x^- y^; t) f(x,y)=a-x +y; 


C) худе xS. d) f(x,y)* J I-x*' -JI- y. 
X yo i - "n 

R: a) D= (x, y)e R^/x/ +y? «1] adică discul de centru O şi rază 

egală cu 1. І= R 


+ 


b) D-R,I-R; 


М 
чл 
A 


c) D = R° Vx, yeR/x'«y- 1} - mulțimea punctelor din plan 
cu excepția celor situate pe cercul de centru О şi raza 1, 1 = R; 


d 2-1-11)-11| I=R,; 


Js 


„2. Folosind definiţia arátati cá: 


lim (x2+2xy)=7 


b) xy-1 3 


lim = 
(sh) 2у +1 2 


| 4 4 
с) Їл dar M 
(x.y)9(0.0) x" + y^ 


Indicatie: 
a) Se consideră (ж у.) (1,3), si se calculează lim f(x,, yk 
b) Se consideră (ex y.) cu limx, =3, іту, “оо, 


c) Se foloseşte majorarea: 


4 4 (х? 4! 
ам ХЭГ 
0 < 2 Se P SE EN 


x^ 8 x^ y! 


3. Arátati că următoarele funcţii nu au limită globală in O(0, 0): 


2 2+4 
a) f(x. у)= PNE b) Gy). 


Indicatie: 
a) y, = mx,, x, #0, limx, =0; 


b) у, 2mx,, x, £0, limx, =0. 
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4. Să se cerceteze limitele parțiale si limita globală în O(0, 0) pentru 


următoarele funcţii: 


2 2 p 
a) neey *x-y R: a) 6, =1; 0, =—1; £ nu existà: 
X +y | = 


b) fly) хаш b) 4,=0; £,nuexistá; £20; ` 
y 7 


c) EL ARA ee c) 112 nu există; = 0. 
нм: | 


5. Calculati limitele globale: 


- - 


ху | RTA 5. 
: | ———————— К: а) £z2; 
a, (e) 0.2) |х2у2-1-1 
Sin ху 


р b re 3 
) (x.)9(03) x 


2-4 +4 
c) | lim „чей Baia c) pie 


(x.y)(0.0) Xy 


, 


d) X +y 


] d) (=0 
ЭЭ (xy) x2 + y? ) | 
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6. Studiaţi continuitatea funcțiilor: 


Ч IX нуку 
a) ((хуу)- ix жу?” 


(х,у)= (0,0) 


l _ ;(x,y)=(00) 


x` + y! | 
b) f(x,y)= ne): (х,у) = (0,0) 
ч ; (x,y)= (00) ! 


b) continuă pe R? 


R: a) continuăpe К? \ {(0,0))} ` 


7. Calculati derivatele parţiale de ordinul întâi ale funcțiilor: 


R: 


8. Arátati că funcțiile: f(x,y)= In Jx? + y? şi 


satisfac relaţiile: 


| a) 


а) f(x, y)e x'y*2xy 41 


c) 


; b) 


f(x,y)= (х? + y hee | d) 


f(x, y,z)= xy?z) +=; 
2 


| “4 (хууее”т, 


ү 


e) f(x,y,z 
28 
of Ofer 4: 
—=2xy+2y;— = x° + 2ҳ 
Ox P. ду 
of 2 of 12.0 
b) — = 2xe* ^; — = —2ye* " 
dc dio 
C) зз МЕ spi Betty. нш Ux 
дх д у 
AN, əf | of T) 
dez yz? ын — wxyz гы; z4m3xy'2^ - — 
| Үл š ду ме: д2 š 2 
8-1 of 1 of In xy 
e) — = —; —=—; — = -—— 
дх xz dy yz 272 2 
(х,у) = x^ e y! +22 


9. Să se calculeze diferentialele de ordinul întâi si de ordinul al doilea 


pentru funcțiile de mai jos, în punctele indicate şi creşterile specificate 
а) f(x y)e 2, Р,(21), h 2 dx 20.1; k = dy 20.02; 
X 


b) f (x,y)= kx23y13 (funcţia de producţie Cobb-Douglas) ; P, (14) 
cu h 20.01 şi k 2 0.05; 
10. Să se calculeze df şi d?f pentru funcţiile: 
a) f(x,y)=e* cosy; 
b) МаК ххх; 
df (x, y)= e" (cos ydx —sin уйу), sau 
R: a) df(x,y)= e* (hcoy —ksin у). I3 
d^f(x, y)» e' (n? cos y - 2hksin y — k` cos y) 
а6(х,,х,,хз)= x,x,dx, + XXX + X,X,dx,, sau. 
b) айх, x = h;X;x; t h;x;x, + hyx,x,, (h, = dx, ). 
d^t(x,x ,x,)= 2(х,һ,һ, + хһ,һ, + x, haha) 


11. Sáse calculeze df in punctul Р, (3,4,5) pentru funcția id 


[(х,у,)=-к==== 


2 2 
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] 


R: df(P,)e df 3,4,5) - — (Зах + 4dy — 5dz) sau. 


T4 
сл 


df (3,4,5) = 5, 88 4 4k — 51) 


- 


12. Să se arate că următoarele funcții: 


а) f(x y) e (к + у?) 


b) f(x,y)- atctg У 
BUDA, (ж 


verificá relatia 9T Асад = 0 (ecuaţia lui Laplace) 
ox“ Oy 
II. Puncte de extrem pentru funcții de n variabile 
ПЛ Cazul fără restricții (extreme libere, necondiționate) 

Pentru a determina punctele de extrem local sau relativ, liber, ale unei 
funcții f (ж х, X, ) se foloseşte următorul: | | | 

П.11 Algoritm de lucru 

\. Së е 25 derivatele parțiale de ordinul întâi: I 

и a д 

Ox, OX, Ox, 

2. Se rezolvá sistemul: 
Of; oc әд 20 of. 


— = 0,— = 0,... 
Ox, дх, дх 


-(9) 


Soluţiile sistemului (5) sunt punctele critice ale funcţiei f. Fie acestea 
Pi, Pa Ж. | 
Ни... Se calculeazá cele n^ derivate partiale de ordinul doi: 
i 
дх,дх, | 


i,j-ln. 
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Observaţie: Dacă derivatele mixte satisfac criteriul lui Schwarz, ele sunt 


| n(n +1) 
2 


egale două câte două şi se calculează efectiv doar , derivate parţiale de 


ordinul al doilea. 


4 Se construieşte matricea hessiană ataşată lui f: 


[d д? 
Q | дх,дх, 
Hels, ‚^х„)= 
9^f . 9° 
дх „Әх, ` eee. o1 


care, in baza observatiei de la pct. 3), va fi simetricá (u, = H). 
5. Se calculează H, în primul punct critic P. , adică: 


H, (P.)= A, ] i,j2ln, unde A; = DM =A 
i) 


š 


б. Se calculează minorii diagonalei D,,D,,...,D, ai matricei Н (P). 
7. Pentru a Vedea dacă P, este punct de extrem, se ханын la condiţiile 
suficiente de extrem. Astfel, dacă: 
а) A, >0,A, >0,...,A, > 0, P, este punct de minim local, 
b) A, <0,A, >0,A, < 0,4, >0...,(- IPA, > 0, Р, este punct de 
maxim local; pu i / | | 
с) A,20,i- ma şi nu se încadrează în situaţiile a), b) atunci P, nu 
este punct de extrem local, şi 
d) dacă cel puţin un A; =0, 1<i<n, nu se poate preciza natura lui 
| 
8. Se repetă etapele 5-7 pentru celelalte „puncte critice pn IP. | 
Observaţie: În situația d) de la punctul 7) « se does alte metode penin uc 


determinarea naturii punctului critic, de exemplu: 

1. metoda lui Gauss de aducere la forma canonică a lui d°f (P, ); 

2. se studiază direct semnul creşterii funcţiei Af (Р, ), in vecinătatea 
punctului P, ; 


(Af (P, )= F(x (sh, x +в... xO +, )- fh (1) xl x0) 
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1.1.2 Exerciţii şi probleme propuse 
1, Determinaţi punctele critice şi de extrem local pentru funcţiile: 
: :R? ЭВ 
(x, y)» x` + y° Lie s 


РУКИ 


f(x, (х,у)= y! - 8y! +18у> т8у+х -3x? -35 4 | 


t: R: mea 
f (x j= + 3xy? -15x — тра 
с) E 


: (0, ala (0,21) — R 
d) 
f(x,y )= sin x sin ysin(x 4 y)' 


со)-» R 
e 


— 


f (x = x!y'(a- x - уја>0' 


f:R* " E^ | 
f) . 
f(x = xy In(x? rx ii 


g) 


c0)x (0,99) — R 


h) 2 


7? 
sara T 
y 2 


£ : R> ә 


i) 
Ч (х, e «АРИИНЕ abceR 


[:R^—R 
f (x, мй ty +22+2(x + 2y- 32)4.15" 
R Р, (0,0) nu este punct de extrem local 
хэр! pu este punct de minim 
b) P. (2, A P,(-2,-3) nu sunt puncte de extrem local 


=P (+ 422) 5/22 3) P (i - 22-43) 


nu sunt puncte de extrem local 
-P :14-/22--/3|Р :1--/22- 43 )sunt puncte de minim 


P, ( - 2 2)este punct de maxim relativ 


c) 
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Pentru punctul critic P, (x, л) пи se poate preciza natura 


z t 
,. 


69 este punct de maxim local 


e) 123) singurul punct de maxim local. Celelalte puncte critice 


nu sunt puncte de extrem; | 

P i Ala, гч P G. a= puncte de minim local 

Ҷ /2e"/2e ] | 4267 е) NE 

P B aao P КЛА, AM Ante arina local 
е’ 426) “| 42e 42e). 


в) P(-1, - 2, 3) punct de minim local; 


f) 


h)  ) punct de minim local; ` 


i) P(0,0,0) este punct critic nu si punct de extrem local; 
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2. Un bazin de tablă de forma unui paralelipiped dreptunghic are volumul 


3 
a ` ` . » » a a ` 
V =—a>0. Să se determine dimensiunile sale (x,y,z) astfel încât să se 


ГЭЭ 


intrebuinteze cát mai puţin material (aria totală să fie minimă). 


3 
О е ^ ` . a v? d — у . м 
Indicatie: z-ináltimea; V = xyz = T S = 2(х2+ yz)+ Xy — minimă cu 


restrictia xyz —— = 0 


3. Să se determine un punct М(Х,, yo, Zo) astfel încât suma pătratelor 


distanțelor de la M la n puncte fixate P, (a, Бөс ) i- Ln să fie minimă. 


E la La 
R: Xp > Жа» Yo 00, 0 C; 


i 
nisl - 


15 


4. O fermă de păsări folosește două tipuri de nutrețuri în hrana lor. Dacă 
notăm cu x, y cantitatea de nutreţ (în kg) dată păsărilor atunci creşterea în 
greutate (în kg) a găinilor respectiv cocoşilor este dată de relaţiile: | 

() в(х,у) = 2х-у;о(хуу)у= y -3 


Stiind că profitul din creşterea în greutate (în milioane lei) este dat de 
relația: 


0) t.c) -10-2( 5) -(c-4) 


iar numărul de găini şi cocoşi este constant în ciclul de producţie, să se determine 


amestecul optim de nutreturi astfel încât profitul rezultat să fie maxim. 
Indicatie: Se foloseşte regula de derivare a funcţiilor compuse (vezi [3]): 


af Of дв дї дс 9f Of Og Of дс 


дх дв х дс 28) dy Og ду e ду 
Ron х sjy #7) | 


e 4 


5. O societate care ое detergenti a observat că dacă chekib x 
respectiv y milioane lei pe publicitate (scrisă sau la TV), profitul curent creşte 
după legea (funcția profit): | 

f(x, TA 4xy + Ax 44у- Зх? _oyp — 2 (milioane lei) 

Să se determine x, y astfel încât creşterea profitului să fie maximă 

Indicatie: Se studiază extremele funcției f şi se găseşte punctul P, (4, 5) 
care este de maxim 51 f, = f (P. p,)- 16 (milioane lei). 

П.2 Cazul cu restricții (extreme condiţionate, constránse sau legate) 

Fie f:DCR'5R,u = f(x, X4 ДЛ in care variabilele x,,x,,...x, 
sunt supuse la legăturile (restricţiile): 


 [F(x,...x,)=0 


0) Eis, аы | | cM T EE 


"ae JE 0 i 
Pentru a determina punctele de extrem local ale funcției f care satisfac 
legăturile (*), se aplică metoda multiplicărilor lui Lagrange: şi se foloseşte 
următorul: 
1.2.1 Algoritm de lucru 


1. Se ataşează problemei, funcția lui Lagrange: 


bbs sie asl ana a, COPE SAE AR ses X PIT ions a pais x.) 
unde А; € R sunt constante reale arbitrare (multiplicatorii lui Lagrange). 
2. Se determină punctele critice ale funcției L, precum şi valorile 


multiplicatorilor " 5938, ), rezolvând sistemul: 


Du 25 88}; oL Lr aa 
Р дх ' Ox 3 9X, 
(85) 1 1 n 
oL oL 
5) 806 Йыр; "31 =F, (х, 12:5 
1 қ m . * 


Observaţii: a) sistemul (**) are ntm ecuaţii şi п+т -necunoscute 


(AA: А, Дш. лы An) 
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b) sistemul (**) poate fi considerat ca fiind format din cele n 
derivate parțiale de ordinul întâi ale funcţiei L în raport си xj, X», ..., X, la care 
se adaugă cele m restricţii date de (*). 

3. Se înlocuiesc în expresia lui L valorile multiplicatorilor À? determinate 
la punctual 2, obținând: 
L(X1,X2,...Xn; Ат; dert А Жэ = f(Xi,X2,...Xa) + À) F (X1,X2,...,Xn) + | 
+ À Fa(Xi X2... X8) 
funcție care depinde numai de variabilele xi, x», ... , Xa. 


4. Se determină derivatele parțiale de ordinul doi ale funcției L de la etapa 


2 —— 
3, adicà = Бї 
: дх,дх, N 
_ Л : Ə L(P,) ; 
5. Dacă P, este un punct critic se calculează а; = TU = aji şi nu se 
х,дх, 


scrie diferenţiala de ordinul al doilea a lui L în punctul critic P4: 
dL )= E Xujhih 


6. Se diferentiazá legăturile din (*) şi se obțin expresiile a m dintre 
diferentialele argumentelor în funcţie de celelalte n- -m, adică 


dx, = f, (dx dx, ), (h, =a. h.) 


m+l ° °° 
ах, = f3 (dX msi Xa) (h, = fa Ch meihe- Aa )) 
dX m ӨР us Ф 2: „), (h, = " К. -m(h m*l»** жє. )) 


7. Se înlocuiesc ахі, ..., dx; în expresia lui d? (Р!) şi se aduce aceasta la 
forma canonică utilizând metoda lui Gauss sau Jacobi. 

8. Se determină natura punctului critic P; astfel, dacă: _ 
a) аР!) este pozitiv definită, punctul P, este punct de minim local 
condiționat, 
b) АТР) este negativ definită, punctul P; este punct de extrem 
condiționat, 
c) d?L(P;) nu păstrează semn constant, P, nu este punct de extrem 
conditionat. 


9. Se repetă etapele 5 - 8 pentru alte puncte critice: Р›,...Ру. 
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Observaţie: Dacă în etapa 2 se determină mai multe sisteme de valori 
pentru multiplicatorii lui Lagrange (si, în consecinţă, pentru fiecare grup de 


multiplicatori se obțin alte puncte critice), etapele 3-9 se repetă pentru fiecare 


caz în parte. 
2.2 Exerciţii şi probleme propuse 
l. Să se determine punctele de extrem local condiționat pentru: următoarele 


funcții cu legăturile indicate: (m.l.c. (M.L.c.) - minim (maxim) local conditionat); 


, f(x. yy x° + y? TI ул! 
atis l 


i 
R: A 20P —,—) —mi.l.c.; 
Я G 2) 


b) f(x,y) 2 x! +y -3x 42y 49 
х? +y’ =] 


Mg À, - УЗ. T e сэр —m.l.c. : 
gu. 2 Sa Ea | 
МІЗ гъ cx. ча V МІ 

э 413" 413, = A.C. 


f(x, y) ex! +y +75 +11 | 
x? y! +22 =3 


R: А, = LI mlc. 
Jd f(x, y,z) = xyz 
d) Xtytz-5 
Xy - XL yz = 8 | 


R: d, Mom. A^ = ——;Pi( 


dS = 4, Ж "d P.Q, 24 19, PsQ(2, 1, 2), Ве 2, 2)- m. lc. 


266 


2. O fabrică produce 3 tipuri de piese. Profitul săptămânal fabricând x,y,z 

piese pe oră din fiecare produs este descris de funcția: ' 
f(x,y,z) = х+ 4y + 102 + 15 

Datorită. faptului că săptămâna de lucru are 40 de ore, numărul de piese 
produse trebuie să satisfacă condiţia (dictată de procesul de producție sau de 
clauze contractuale): 

X+ y. + z = 40. 

Determinati nivelul de producţie al fiecărui tip de piese în parte astfel încât 

profitul săptămânal să fie maxim. 


OR: Ao = tlaka LL Oy = 2, 2Z343,/f5— 88: 


p | 


5.8 Ajustări analitice. Metoda celor mai mici pătrate 


5.8.1 Punerea problemei 


O aplicaţie importantă a teoriei extremelor libere pe care o vom descrie 
succint în cele urmează se referă la problema ajustărilor analitice cu ajutorul 
metodei celor mai mici pătrate. | 

Să presupunem cá se urmăreşte un proces (fenomen) economic care 
depinde de un singur parametru cum ar fi, spre exemplu, evoluția vânzărilor unui 
anumit produs la un magazin într-un interval de timp dat. Evident există o lege 
(funcţie) care descrie acest fenomen dar nu avem cunoştinţă „a priori" despre 
dependența funcțională a ei de timp. Mai exact, dacă am nota cu V volumul 
desfacerilor la produsul respectiv la un moment dat, t, nu se cunoaste functia 
V = V(t) саге modelează fenomenul ce descrie evoluția vânzărilor. Se cunosc 


doar valorile acestei funcţii Уу, v2,..., Va la momentele discrete tj, 12,... ta pe сагс 


le obținem pe cale observationalà (empirică), prin înregistrări zilnice timp de o 


lună de zile. Obtinem astfel un tabel de date având forma de mai jos: 


Problema care se pune este de a găsi o funcție continuă care să aproximeze 
pe, V(t) numai pe baza datelor empirice de mai sus. Această probleniă poartă 
numele de ajustare analitică. Să o formulăm în termeni generali. 

Să presupunem că funcția necunoscută este f: [a, b]OR, nu se cunoste 
expresia ei analitică adică dependența y = f(x), dar se cunosc valorile yi; y»,..., Yn 
într-un număr finit de puncte Хү, x», ..., Xa din inervalul [a, b]. Dacă reprezentăm 
în plan punctele Mi(xi,y;), i = 1, п, obţinem o mulțime discretă de puncte ca în 


fig. 5.5 adică graficul empiric al funcţiei f. 


y 
M 365. уз) 
у. m om wo am me x rr ML m T. 
1 Л хөл Mn (C) 
M 
M 2 — ll == Lo 1 | = 
NM | a. Male ху 


Fig. 5.5 


Unind punctele acestui grafic s-ar putea obţine o imagine a dependenței lui 
y de x, dar aceată reprezentare este una vagă. · 

Problema ajustării analitice constă în a găsi o funcţie y = g(x) al cărui grafic 
să fie o curbă (C) care să nu treacă neapărat prin punctele Му, М», ..., М, — căci 
această cerință ar putea fi uneori imposibilă — ci dar să fie cât mai „apropiată” de 
punctele graficului empiric. | | | 

Vom numi funcţia g, funcție de ajustare analitică. Să presupunem сӣ 
această funcție, există. Descriem în continuare modul de găsire a ei. Multimii de 
puncte (M;, M3, ..., Mn} îi corespunde pe curba (C) mulțimea: MMM, } 
(vezi fig. 5.5). Notám cu є; abaterile punctelor graficului empiric de la punctele 


corespunzătoare de curba (C), adică: 
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£j = M.M; = ур g(xi), p= „N. 

Convenim să atribuim acestor abateri semnul „+"dacă М; se găseşte 
deasupra punctului M; şi semnul ,-" în caz contrar, Astfel aceste abateri în 
punctele x; vor avea semne diferite. Să numim aceste abateri prevăzute cu semn, 
erori parţiale şi să notăm cu € eroarea totală care se produce prin înlocuirea 
(aproximarea) graficului empiric prin curba (C). Este natural să considerăm că € 
trebuie privită ca o funcţie de erorile parţiale, adică: 

£ = F(&, €2,..., En). 

Cea mai simplă formă a acestei dependente ar fi: 
£ = £p £z... En 

dar se constată uşor cá această „măsură” pentru eroarea totală £ este nepotrivită 
întrucât erorile parțiale аг putea fi mari, dar prin însumare să se „сотреп- 
seze"'rezultând în final o valoare mică pentru g, ceca ce este neverosimil. 
Următoarea etapă logică ar fi să presupunem că £ are forma: 

£ = [е |+|2|+...+|1]. 

„Dar şi această ipoteză, deşi înlătură, inconvenientul. de mai sus, prezintă 
dificultăți datorită faptului că derivata funcţiei „modul nu există în punctele 
Хү, Хо, ..., Xn. Pentru a evita —Ó— de mai sus vom adopta pentru £ expresia: 

| E= £1 £2-.-FE? 

care se exprimá cu ajutorul pátratelor erorilor. Avantajul acestei ipoteze este 
imediat: dacă se doreşte ca 6 să fie mică, fiecare dintre termenii ЭН trebuie să fie 
mic, ceea ce implicit înseamnă că însuşi erorile & sunt mici, şi invers. Prin urmare 
curba (C) va fi cu atât mai aropiată de punctele graficului empiric, cu cât eroarea 
totală £ va fi mai mică. Apare astfel natural să alegem curba (C), adică funcția 
y = р(х), după criteriul ca eroarea totală să fie minimă. Atunci (Co) este 
determinată prin condiţia: 

(Co): € = min(£] + €f +...+Е2) (5.8.1) 

Din acest motiv metoda aceasta de ajustare poartá numele de metoda celor 
mai mici pătrate şi a fost imaginată de către matematicianul german K.F. Gauss. 

În principiu problema pare a fi rezolvată, dar să ne amintim că în toate 


consideratiile pe care le-am făcut până aici am presupus existența unei funcții de 


269 


ajustare, adică a funcţiei g. Să vedem, în continuare, ce formă analitică poate avea 
această funcţie. Un prim raționament ar fi următorul: pentru ca funcţia f să 
descrie cât mai complet fenomenul studiat nu este suficient numai simpla conti- 
nuitate, ci se cer şi alte proprietăți analitice, cum ar fi existența unui număr de 
derivate până ila un anumit ordin h € n, de asemenea continue. În acest caz se 
demonstrează, ` (vezi, de exemplu 112) că ea poate fi aproximată printr-un 
polinom de grad k cu coeficienţi reali. Această observaţie ne sugerează să alegem 


drept funcţie de ajustare tocmai un astfel de polinom. 


5.8.2 Ajustarea printr-o funcţie polinomială 


Presupunem că funcţia g are forma 
g(x) = ао ж+аухжазх2+. x aux, a € R, ак + 0, j = 0,k | (58.2) 
- Deoarece avem la dispoziţie k+] coeficienţi care pot lia orice valoare reălă 
în (5.8.2) apare, de fapt, o familie de funcții polinomiale a căror grafice „acopăr” 
graficul empiric. Curba (Co) care aproximează cel mai bine graficul empiric va fi 
graficul unui anumit polinom din această familie determinat prin condiţia (5.8.1). 


În acest caz £ este dat de expresia 
n | " 
£ = X [yi — (ao tax, +0 x? +...+ak x) (5.8.3) 


ŞI apare ca o funcție de k*-lvariabile: € = (ар, 21...40). Condiţiile necesare de 
minim pentru această funcție sunt date de (5.5.2) care în cazul de față se scriu; 


d d agit -— 


p yo б. 8. 3): ŞI exprimând relațiile de mai sus se junge la urmátorul 
sistem de ecuații liniare: | 


gE 


25 os. +a). ay Хос ор = ж. EQ. 
да, 
n 2 I Je 
22, [а0+аух;+азх +...+ак x - yilxiz 0 Со. = 0), 
мас а, | 
2 > [agat Xiao +...+ак x; - yi] x, = 0 Sa = 0) 
isl... | | a, 
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După ordonarea calculelor obţinem un sistem de k+lecuaţii liniare cu k+I 


necunoscute (ao, a;,..., ak)., şi anume: 


n 


пажа хта х2 +.. ља хі. = Z Yi 


iz 
n "Dia n. n n 
5 A 
a> x, FajZ x? +а x+. aj E xk à X xy, 
ib ! je ! is} ! izb- ! i=l 
n à d n n n 
ap Ex trad Xi Hoà ua d ХЭ =È x: yi. 


Sistemul de mai sus poartă numele de ecuațiile жуа ару ale lui башда. Se 


poate arăta că determinantul sistemului este definit de Zero dacă Хү, Хо, ..., Xn Sunt 
distincte, astfel încât el va admite o singură soluție (a? , a% „af 0 ) care extrage 


din familia (5.8.2) funcția de ajustare: 


go(X) = 80 +a? xa x^. жа! (t 


Graficul acestei funcţii este tocmai curba (Co) căutată. 


5.8.3 Alte tipuri de ajustare 


Menţionăm în continuare şi alte tipuri de ajustare cu utilizare frecventă în 
studiul prognozei fenomenelor economice. 
- ajustarea liniară р(х) = aot ах, 


- ajustare parabolicá р(х) = ао+ aix + ax’, 
“= — a, С 3 { ! 
— ajustare hiperbolicá g(x) = ao + — (cu notația — = u se ajunge la ajusta- 
X X 


“rea liniară g(u) = араг), 
- ajustare exponențială р(х) = ab", a, b 50, 
Prin logaritmare se obține: | 
| In g(x) 2 Ina * x In b 
“sau, notând In g(x) = h(x), ao = In a, a; = In b, se ajunge tot la o ajustare liniará 
prin funcția h(x) = ао+аџх. | 

Observaţie Forma funcţiei de ajustare este sugerată de însăşi graficul 
empiric sesizând după reprezentarea punctelor acestui grafic ce funcţie de 


ajustare i se adaptează cel mai bine. 
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Exemplu: Volumul vânzărilor pe primele 6 luni ale unui an la un articol 


industrial exprimat în milioane lei este dat în tabelul de mai jos. 


Luna LI Fidei Бао | » ды E UM „SN "ei 
„мап Р ТЭЛЭЭ ЛЕВ, 


58:56 stabilească legea care domină fenomenul vânzărilor în vederea 


determinării stocurilor lunare „pentru acelaşi. interval de timp din anul următor 
(prognoza cu orizont apropiat). | | 

Rezolvare Construind graficul empiric prin reprezentarea în plan a 
punctelor Mili), ijs 16, constatám cá acestea sunt aproape coliniare. Este 
potum deci să adoptăm o ajustare liniară g(x) = a+ L | 


Sistemul (5,) al ecuaţiilor normale devine: 
6 6 
ба, +a, Lx, = Ly, 
} 6 6), 6 
ао Ух; +a, Lx; = LX 
Pentru calculul coeficienţilor vom intocmi urmátorul tabel: 
yi- ge) | yi- ОР 
-0,220 0,00048 
-0,015 0,00022 


| 
| 

: 

x 


IEI ЕШ 


Prin urmare sistemul ecuațiilor normale va fi: 
е4 214, = 6,16 
2la, * 91a, = 22,3 
de unde, prin rezolvare, se găseşte soluţia 
| ао = 0,879, a, = 0,043 
$i deci functia de ajustare g(x) are expresia | 
| g(x) = 0,879 + 0,043x. 


272 


Erorile parțiale €; = у, – о(х,) sunt trecute în coloana penultimă, iar 
e; = [у, - g(x,)]^ ocupă ultima coloană. 
Din această ultimă coloană rezultă eroarea totală бо = 0,00128 care se 
produce prin aproximarea graficului empiric cu dreapta de ajustare 
y = 0,879 + 0,043x 
Pe baza acestei ajustări se poate evalua nivelul volumului vânzărilor în 
cursul anului respectiv. Spre exemplu, la sfârşitul lunii a şaptea, x = 7, acest nivel 


va fi y =0,879+0,043.7 = 1,17 ( milioane lei). 


ї 
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6 ELEMENTE SPECIALE DE CALCUL 
INTEGRAL 


În acest capitol au fost introduse unele probleme speciale de calcul intergral 
mai cu seamă cele care se referă la intergrale generalizate sau improprii.S-a 
preferat din nou, o tratare sintetică, care să pună cât mai simplu, trecerea de la 
integrale proprii (Riemann) la cele ggneralizate (cu limite infinite sau cu 
integrandul — funcția de sub integrală — nemărginit într-unul sau mai multe puncte 
discrete ale intervalului pe care se calculează integrala. 

S-a considerat decesară introducerea funcțiilor speciale (Gamma, Beta, 
Euler-Poisson) care au aplicații fundamentale în teoria probabilităților şi statistică. 

Cunostintele necesare pentru însuşirea acestui capitol privesc teoria 


integralei funcţiilor de o variabilă şi aplicaţiile acesteia. 


6.1 Integrale generalizate (improprii) 


Să amintim ca noțiunea de integrală Riemann pentru o funcție fi[a, b]-OR, 
are la bază următoarele două ipoteze esențiale: 
= 1. intervalul de integrare [a,b] este finit, : 
2. funcţia f este mărginită pe [a,b], adică există o constantă M > 0 astfel 
încât |f(x)| < M pentru orice xe [a,b]. - 
În cele ce urmează vom extinde noțiunea de integrală in cazurile in care una 
dintre condiţiile (1) sau (2) sau chiar ambele nu se păstrează. Cu alte cuvinte vom 


vedea ce sens se poate atribui integralelor: 


сп)  [fGOdx, [fGOdx, ffGOdx 


sau integralei 


(15) (хуйх 
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când în vecinătatea unui punct сє[а,Ь] funcţia f devine nemărginită, adică 


lim |f(x)] = ee. În acest caz punctul c se va numi punct singular al funcţiei f. 
хәс А : | . 


Expresiile de forma de mai sus, în cazurile când li se poate atribui un sens se 


numesc integrale generalizate sau integrale improprii. 


. 6.2 Integrale cu limite infinite de tip I; (de specia I) 


Să observăm mai întăi cá cea de a doua integrală poate fi redusă la prima 


prin substitutia x = -u, în cea de a treia „de asemenea , dacă scriem . 
NT 4: a ETE: ; 
Је(х)ах = ff (х)дх- [f (x)dx 
-00 K a 
In consecință vom studia numai prima integrală de tip (11). 
Să presupunem că funcţia f este definită pe intervalul nemărginit [a,ee) şi că 
este integrabilă pe orice interval finit [a, Al A Є.А 


Definitia 6.1.1: Functia f se numeşte integrabilă pe interval nemărginit 


[a, co) dacă există si este finită. 
| K^ 
lim jt (x)dx 


Totodată vom spune că integrala | (дах este convergentă şi vom nota 


a 


[fGOdx = lim | бох 


Dacă limita de mai sus nu există sau este infinită vom spune că. [f(x)dx 


a 
este divergentă (nu are sens). - 


Exemplu: Să arătăm că integrala: 
~ dx ` 
Iz [—, а>0, А0, 
a X”. | 
este convergentă pentru À > 1 şi divergentă dacă 0 < À < 1. 
4 Ч | l.: I Me e 
Intr-adevăr, deoarece funcţia f(x) = — este integrabilă pe orice interval 
| X 


[a, A], a > 0 si A > a, vom avea: 
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EI J S = lim 1 (А-а) 
n a —oco 1- 
1. Dacă? > 1, lim A'^ 20 şi obținem 
i 7962 29 fi 
im | — = —— numar finit 
а Al ( ) 


! : „Aga 1 й 
2. Pentru 0 <À < I, lim Az +оо; lim | — = оо $1 | este divergentă, 
А о А х^ Ў Ë 
a 


3. Cánd = 1, integrala I devine: 


= dx 
I= [— 
a X 
^ dx 
Avem: [— zInx |? =In A - Ina şi deoarece lim In A = со, urmează: 
a X Ape 
lim х = lim (In A — In a) = + adică I este de asemenea divergentă. 


mo d^ 
În concluzie, I este convergentă numai dacă À > 1. 
Criteriu de convergenţă în À 
Fie fija, eR, a>0 şi f(x)>0 oricare ar fi x e[a, о). Dacă 


lim x^f(x) = L, (finit), atunci: 


l. pentru À > 1, jf (x)dx este convergentă, 


a 
2. pentru À < 1, L 40, integrala este divergentă. 


Demonstratie: 1. Dacà lim х“ х) = L, atunci funcţia g(x) = xĉf(x) este 
mărginită pe intervalul [a, co), ceea ce înseamnă că există M>0 finit, astfel încât: 
E x ROM sau fe) , À»1, (V)x € [a, b) 
Prif urmare: 1 
А ^ dx мМ" 1 4 
i < i e qme xU ă fi t 
lim [f(x)dx SM lim ds Fra por , (număr finit) 


şi deci integrala este convergentă. 
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2. Pentru À € 1, L z 0, există M > 0, astfel încât f(x) > ES ' 
X 
de unde 


lim јгодах 2M lim E = +оо, 


Ace 
ceea ce înseamnă că integrala este divergentă. 
Exemplu: Să demonstrăm că 
I(p) = f х? e *dx 
1 


este convergentă pentru orice p > 0. 
Vom utiliza criteriul de convergenţă. Avem 


A*p-l 


xM(x)z si ŞI 


À+p-l 


lim x^f(x) = lim - 0, дасал > 1 si p>0. 


е 


Deci, Кр) are valoare finită. 


6.3 Integrale din funcții nemárginite de tip L, 


(de specia a II-a) 


După cum am menţionat în paragraful precedent sunt situaţii când funcţia 
de sub semnul integralei devine nemărginită într-un punct ce [a,b], adică 
lim |f(x)] = 
х-эс 

Punctul с ar putea coincide cu unul din capetele intervalului de integrare 
sau poate fi situat în interiorul intervalului. Ca si în cazul precedent putem reduce 
studiul nostru numai la integrale de un anumit tip, de exemplu, cele în care, f este 
nemárginitá în extremitatea din stânga intervalului de integrare. 


Fie deci funcția Қа, b]J2R 51 lim НОО = +оо, Ne propunem să vedem ce 


b 
sens are [f (x)dx în acest caz. 


a 
Pentru aceasta, vom presupune că f este integrabilă pe orice subinterval de 


forma [а+є, b], cu € > 0. 
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Definiţia 6.1.2: Funcţia f se numeşte integrabilă pe intervalul (a, b] dacă 


b 
lim | (хіх există şi este finită. 
£0 * 
L] b ` . . 
Totodată vom spune că integrala [f(x)dx este convergentă şi vom scrie 
a 
b ГЕГ | 
[f(x)dx = lim ff (dx 
Е £0 4 


b 
Dacă limita de mai sus nu există sau este infinită vom spune cá [f(x)dx 
a 


este divergentă (nu are sens). 


Exemplu: Să studiem convergenta integralei 


= jel „b>a,u>0 


a 


Observăm că funcția f(x) = are o singularitate în punctul x = a, 


1 
(х-ау 
dar este integrabilă pe orice interval [ate, b] cu 0 < € < b-a. Integrând pe acest 
interval, obținem: 

` dx p Umm d 
1 _ ж ———(х-а) |, ТЭГ лаа pata 
аж (Х-04) 1-и l-u (b-a) Е 


şi conform definiţiei (6.1.2): 


jfGXdx. = lim — ТЕРЕ À 
š o-u (b-a)" er! 


1, Dacă u-1 > 0, adicá и > 1, lim x = oo s integrala I este divergentă. 
£— € 


2. Dacă u-1 < 0, adică 0 € p < I, lim = = 0 şi vom avea: 
ч Е € 


WM (13:14: 6:: ае й 


1 E >: 
= ; — — — (număr finit) 
e» pi (б-а)! s" 1- -p (b-a) 


ceea ce înseamnă cá I este convergentă. 
3. Pentru 1-и = 0, adică p = 1, avem: 


b b 
= | дк = lim Í dx = = lim [In (b-a) — In £] 
aX-—a 999 aH X а 


Deoarece lim Ing = - oo, rezultă: 
£0 
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adică I este divergentă. 

În concluzie integrala I este convergentă numai dacă 0<д<1. În acest caz 

| E o dă _ 1 l 

Гау та)" Жог и (6- а)" P | 
Criteriul de convergentá in u 
Fie f: (a,b]->R pozitivă pe (a, b] si 
lim [f(x)| = 

Dacă 


lim (x-a) f(x) 2L. 
Atunci 
irte rites x b 
1. pentru < 1. si L € +оо, [f (x lx este convergentă. 


£ pentru u > 1 si L > 0, integrala este divergentă. | 

Demonstratia este asemánátoare cu cea din cazul criteriului de convergență 
pentru integralele cu limită infinită. " 

Exemplu: Să se studieze convergenta integralei ce urmează şi în caz 


afirmativ să se calculeze: 


SEE ri (x m 


"Observăm că funcția de sub integrală devine nemárginitá în punctul x = 1. 
Pentru studierea 94 ag Р criteriul de mai sus. Avem: 
| x- D" 
lim(x — уба сг 


( T 
l IM = 044 р = 
хи сул 204 


t (x +.3)бх ta рё 


t> | — 


Cum 0 « < 1, rezultă cà integrala este convergentă. 
Pentru calculul ei considerăm integrala 
A Ma i, 


t G3 x -1 + Зуух 


în care efectuăm substitutia x-1 = C(x=t+1, 5 = 2tdt) ŞI obținem 


m — (9 
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? 2 1 
ей =2 Í ? Зай “= = arc tg ME 
wa (N + AAA И " T 2 
Aplicând definiția şi tinând seama că limartg € = 0, găsim: 
є-0 


2 b dx 
— e tg 
aysa (x + M um m d (х + 3)ух – мэн 


w | — 


Observaţie: În numeroase aplicaţii se întâlnesc integrale improprii care 


sunt de ambele tipuri (specii). Astfel, de exemplu, integrala 


- 2 
I2 |“ dx 
ХОС 


Este de tipul 1, în raport си limitale de integrare şi de tip I pentru că 
funcția de sub integrală devine nemărginită în vecinătate capătului x = a, al 
intervalului de integrare. Ea se poate descompune sub forma: 


b тх 5 
[= j= ах + J£ 
аХ-4 5-8 


zx 


dx , be (a, оо) 


Integralele din membrul drept fiind de tipul celor studiate anterior. 


6.4 Integrale improprii cu aplicaţii în matematica 


economică (integrale euleriene) 


6.4.1 Funcţia Gamma I(p). 


Funcţia Gamma este definită pentru orice p > 0 de integrala: 


е 


Г (р) 1, | Pe а: *) 


0 
Proprietăți: 
a. Pentru orice p > 0 are loc formula de recurenţă 

Г(р+1) = pI'(p) (6.4.1) 
Demonstraţie: În expresia funcţiei Г (p) aplicăm formula de integrare prin 
părți punând u = xP'!, e*dx = dv. Rezultă du = (p-1 )xP2 v = -e*. Deci: 


Pentru studiul convergentei vezi lucrarea [12]. 
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T(p) = - x!e* о + (p-1) [xe dx 
0 


Primul termen din membrul al doilea este egal cu zero, deoarece: 


p-l 
lim X— 20 


x 
paia ha 88ү 2 


iar cel de al doilea se scrie astfel: | 
(р-1) х? ес "dx = (р-1) Г (p-1) 
0 


Trecând apoi pe p în р+1, se obţine formula din enunţ. 
b. Dacă p = n, unde n este număr natural, atunci 
ы 1 эъ (р+1) = п! 
Demonstraţie: Din formula de recurenţă (бал) aplicată pentru n+l, 
n, ..., 2, 1, rezultă чү | 
Г (п+1)=пГ (п), Г (n) = (п-1) Г (п-1),..., (2) = IE (1) 
Dar ym 


TU) = fe™%dx = lim [e *dx = lim (-e*|? = lim (е^) +1 = 1 
0 A-99 0 Аэ A—yoe 


Înmulţând membru cu membru aceste egalitáti, obținem, după simplificări: 
| Г (144) = n(n-1)(n-2)....2,1 =n! 
Din acest motiv se mai spune că funcţia Г(р) în care p > 0, generalizează 
noţiunea de factorial definită numai pentru numere naturale pozitive. 
Variația funcției Пр): Funcţia Г(р) este continuă în intervalul (0, со) şi, în 
plus, se poate arăta că drivata sa în raport cu p se anulează în punctual po = 1,461, 


iar I''(p,)> 0. Prin urmare, po este un punct de minim local care se dovedeşte a 


fi şi absolut, deoarece lim Г(р) = e° şi іт Г(р) = с. Valoarea funcţiei Г(р) în 
po | po 


punctul po este 
min Г(р) = Г(ро) = 0,885 


Cu ajutorul funcţiei Г(р) se pot calcula integralele improprii de forma: 


oo " 2 
In = [x"e? dx,a>0;m>-l 
0 


care se întâlnesc în teoria probabilităților. 
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: ы 1 "NS ; t Р 
Într-adevăr, efectuând substitutia ах? = t, sau x = Ë „rezultă 
a 


dt 


dx = ; x = 0, t= 0; x = eo, t = co 
244 
Şi deci 
1 1 + 
Ia = = -f[t?e'dt = Lp iy 
2 279 = 2 
à ° 2a 2 


În particular, pentru a = | şi m = 2p-1, se găseşte o altă formă pentru Г (p) 


ул = Гр) =2] хе “dx (6.4.2) 
0 


6.4.2 Funcţia Beta B(p, q) 


Funcţia B(p, q) este definită pentru orice р>0 si q>0, prin integrala 


В(р,а) * [xi (1— x)*' dx 
0 | 


Proprietăți 
a. Funcţia B(p, q) este simetrică în perechea (p, q), adică: 
B(p, q) = В(9, p) 
' Demonstraţie: Efectuăm în integrala care dă pe B(p, q), substituția 
x = l-u, cu dx =-du; x = 0,u = 1; х= 1, u= 0 şi vom avea: 
1 Ь 1 i 
B(p.q) = [x"' (12 х)" ах =+ fu** (1- u)"!du = B(p, q). 
0 0 
b. Pentru p > 0 şi q > 0, are loc formula de recurenţă: 
„taine de c mm 
De. (p--qXp-q +1) 
Demonstraţie: Considerăm funcția B(p*l, 4+1) şi integrăm prin părți 


B(p+1, 4+1) = (р, 9) 


1 EL ээл 
luând о = (1 х)*, dv = x"dx. Rezultă du 2-q(I-x)*'dx, v =—x' IU 
p 


+] 
„deci: 
4 1 "T ` 5 
B(p+1,q+1)= fx"(1-x)*dx = aetas + x^" (L-xf dx = 
: 0 р+1 р+1 


+. 
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L ong -х”(р-011-х) 7 74ах =  (fpxrg xy dx — [x^ (1L—x)'dx) = 
p+lo | p+l o 0 


L .[B(p--1; q) -B(p1,q4-1)]- 
p+l 


Aducând cel de al doilea termen din membrul doi în membru întâi, avem: - 


а | 
B(p+1, q+1) = — В(р+1, 

(p*l, q+1) Jnd (р+1, 4) 

Apoi, urmánd acelasi procedeu putem demonstra că: 


1 
B(p+1, д) = —— В(р, 
(p+1, д) ouf (р, q) 


de unde, prin combinarea celor douá formule de mai sus, se obtine formula de 


recurenţă dorită. 


c. Între funcția B(p, q) si I'(p) are loc relaţia: 


B(p, 4) = PEW (6.4.3) 


Г(р+д) 
Demonstrația acestei proprietăţi poate fi găsită în [2], [9] etc. 


Exemplu: Să calculăm integralā: 
мэ I 
I = |(х®-х'°)ах. 
0. : M 


Această integrală se obține direct prin descompunerea ei într-o diferență de 
două integrale care se pot, calcula simplu. Dar, dacă scriem expresia de sub 


integrală sub forma x* — x? , x*(1 — x°), atunci 


ГУ 


m: 


x* (1- хах = B(5, 7). 


Or, conform proprietății (6.4.3), avem: 


Г(5)Г(7) 460 — 1 


B(5, 7) = ap ый б}! о. 
Ns (12) LI! 3+7-10-11 792 


; Ie 75.105 
6.4.3 Integrala lui Euler — Poisson (Gauss) - 
Funcţia f(x) = е” „ XER, este una dintre funcţiile reprezentative care se 


întâlnesc în analiza matematică. Restrictia ei: fi [0,co)->R este integrabilă si 


284 


Iz fe^* dx 
0 
poartă numele de integrala Euler — Poisson. 


Deoarece sub integrală apare funcţia f(x) = e * , care а fost studiată de 
către Gauss în legătură cu distribuţia erorilor accidentale şi a cărui grafic are 
forma unui clopot, integrala de mai sus se mai numeşte şi integrala lui Gauss. 


Vom arăta mai întâi că: 


I Ге dx т Ул, 
0 2) 


Pentru aceasta ne vom folosi de formula 6.4.2 care dă funcţia Г(р) şi vom 


considera p= —. Atunci: 


м | — 


rc )22 fe" dx = 2] (6.4.4) 
0 


lar în baza formulei (6.4.3) vom avea: 


De aici, întrucât Г(1) = 1, urmează: 


l l E 3 - TE. 
P stai 275 [x 2(1- x) 2dx = f : 


o Jx(I—-x) 
Integrala din membrul al doilea fiind una improprie de tip 1, deoarece 


funcția 4/х(1— х) se anulează їп punctele x = 0 şi x = 1, o vom calcula astfel: 


j 8-2 à acr AS 
= = im Jj ———, . 
о4/х(1-х) t20 ot 4x - x) 


Dar, 


dx I 
а ра Tm d( a ) 2 2 arcsin Ja ,x »0 
ДА) jean уг 
„Prin urmare: 


AR, 


lim | ———— = lim 2[arcsin Vl-e -arcsin € ] = zt. 
£0 Тр [x(1— x) 8—0 


Rezultă 
ra ya He л, 
2 паа 2 


şi conform formulei (6.4.4) se ajunge la valoarea integralei Euler — Poisson sau a 

integralei Gauss: | 

po lp a Nt. 
2 ё 2 


Extinzând rezultatul de mai sus se poate arăta că: 


Т e dx = Jn 


— 


Dacă în această integrală efectuăm sustitutia x = — (dx = —; x = 0, 


u = 0; x = eo, u = оо), găsim: 


sau 


MIL - 


Acest rezultat are următoarea interpretare geometrică: considerând funcţia 


f(x) = D e? (clopotul lui Gauss) care are un maxim în punctul x = 0, cu 


f(0) = >= ‚ Şi calculând aria A cuprisă între graficul funcției y = f(x) şi axa ox, 


găsim, A = 1. 
O altă interpretare a formulei de mai sus se dà în cadrul teoriei 


probabilităților. 
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6.5 Întrebări de control şi exerciţii 


A. Aplicaţii teoretice (teste) 

Se vor prezenta în continuare o serie de teste grilă în scopul verificării 
cunoştinţelor teoretice prezentate in acest capitol. Fiecare test constă într-o 
întrebare cu patru variante de răspuns. Rezolvarea corectă presupune încercuirea 
afirmațiilor adevărate ; pot exista mai multe variante adevărate sau nici una. În 
spaţiul liber de după fiecare test se justifică răspunsul. . 

1. Integrala [ч (x ix este integrală de specia I (sau tip I, ), dacă: 

а) а=—; | 

b) b=-+oo; 

c) a, b finite şi f(x) continuă pe [а,Ь]; 
d) limf(x)- +. 


—a 
2. Dacă іт (х) = +оо, atunci integrala [f (x x este integrală: 
xa 


a) de specia I; 

b) de specia II, dacă b < «оо ; 

с) де ambele specii, dacă b = +; 

d) Reeman, dacă f continuă pe (a, b]. 
3. Integrala (7 f (x dx este integrală: 

a) de specia I, dacá f continuá pe R; 


b) de specia I şi II, dacă lim|f (x ) = co , cuc fixat; 


хәс 


с) divergentă întotdeauna; 


d) egală întotdeauna cu 2f; f(x x . 
4. Fie 1= fr f (x dx şi limx^f(x)2 1. Atunci: | 


a) I este convergentă, dacă À 2:1; 
b) I este divergentă, dacă À «1; 
с) I este convergentă, dacă А < 1; 


d) nu se poate preciza natura deoarece limita este egală cu 1. 


E 
? 
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5. Fie 1-| f (x x şi їи (x) = +оо; Atunci: 
a) 1 este integrală de specia I; 
b) I este integrală de specia II; 
с) I este integrală de ambele specii; 
са I-0, deoarece [f(x =0. 
6. Fie lim x'f(x)- k. Atunci INIT de specia I este: 
a) convergentă, dacă 0 < К< +оо ; 
b) divergentă, dacă К> 1; 
C) сване dacă O«k «1; 
d) divergentă, dacă k «0. 
7. Fie lim(x -aJ- f(x)=1, atunci integrala de specia II, I = Lt )ах (cu 
lim (x ) = +оо) este: 
a) convergentă, dacă u <1; 
b) divergentă, dacă u= 
c) convergentă, dacă p > 2; 
d) divergentă, dacă u>1. 
8. Integrala euleriană T (p) este: 
a) de specia I; 
b) de specia II; 
c) de ambele specii; — 
d) egală cu T(n)=n!, (vje N. 
9. Integrala euleriană B(p,q) este: i 
a) de specia I; 
b) de specia II; 
c) de ambele specii; 
d) convergentă, dacă p.q> 0. . 
10. Integrala Г(3)= f; x?e "dx este: 
a) convergentă; 


b) divergentă; 
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C) egală cu 2; 
d) egală cu 3. 
11. Integrala lui Euler-Poisson este o integralà: 
a) de specia I; 
b) de specia II; 
€) convergentă; 


d) divergentă. 


— 
` 


! ; 1 dx А s. 
Ж Integrala r= h este o integrală: 


a) de specia I; 
b) de specia П; 
c) Riemann; 


d) de ambele specii. 


— 
Э 


. Integrala I= |; In хах este o integrală: 
a) de specia I; 
b) Riemann; 
- €) de specia II; 


d) de ambele specii. 


— 
HZ 


. Integrala I = (хх este de specia II, dacă: 
| a) f(x)= nx; 


b) f(x)= Jx ; 


d) t (x Ja €, 


a) f(x)=xe; 


b) e a 
l 

c) е ==, 

d) (к)=-—. 
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B. Aplicaţii practice 

În studiul integralelor improprii (la fel ca în cazul seriilor numerice) apar 
două aspecte de studiat: 

a) convergenta integralelor; 
b) valoarea integralei, în caz de convergenţă. 

De obicei punctul a) este mai simplu de rezolvat (ca şi la serii). De multe 
ori se poate arăta relativ uşor că o integrală improprie converge dar determinarea 
valorii sale poate fi dificilă. În aceste cazuri se folosesc metode de aproximare a 
integralei (utilizând metode de calcul numeric). Vom descrie, în continuare, un 
mod de lucru pentru studiul convergentei integralelor improprii. 

Algoritm de lucru: 

1. Se determină tipul integralei (de specia I, H sau mixt) şi se scrie (dacă 
este cazul) ca o sumă de integrale fiecare de un singur tip. 

2. Se studiază convergenta fiecărei integrale în parte, astfel: 

a) aplicând criteriul în A pentru cele de specia I; 

b) aplicând criteriul in џи pentru cele de specia II; 

c) aplicând definiţia în cazul funcţiilor a căror primitive sunt relativ 
uşor de determinat şi se calculează integrala: 

C. Exerciţii şi probleme propuse 


1. Cu ajutorul definiţiei să se studieze convergenta integralelor de specia І: 


юэ | T 

а) L =| —— R: a) convergentă I, = — 

) 1, Бтз ) со 8 175 
b) 1, =[еҗҖ sin xdx,a >0 b) convergentă; L, = ion 
a 

а dx | | T 

c) L =| ——ə>—-— —Ə c) convergentă; I, =— 

Ж: f x! -2x 43 5 Зай” 

^ dx | е 
дуч q air d) convergentă; I, = л 
e +e | 
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2. Folosind definiţia studiati convergenţa integralelor de specia Il: 


а) Í = ver R: a) convergentă; |, == 
X < 
= dx TU 
b) 1, 2]; 12.25 ie A b) convergentă; І, = — 
ху3х2 -2x-1 2 

шүүс 9х ash AP - >ë 

с) L= "im c) convergentă; I, И» 

l X : ”» 

d) I, = potum d) divergentă; i, = +oo 


3. Cu ajutorul criteriilor de convergență în À si p studiati convergenta 


urmátoarelor integrale improprii: 


a) I, "i R: a) convergentá 
b) L = je — acte | b) divergentá 
2 in а : c) convergentá 
d) I, Ер ctgxdx d) divergentá 
129 tg e) convergentá 
І, = UT ^. f) convergentă 


29] 


4) Cu ajutorul criteriilor în À şi p arátati convergenta şi apoi cu ajutorul 


definiţiei calculati valoarea integralelor : 


a) peo man. 
: | xxl | 
dx 
by p it шин 
) 1, рг 
1 dx 
pons a 
x м 
| хах 
d) L = Í 


| war 
a) Ife 
b) І, 27 
c) p, = 205 


9 


d) 1, = (1+6) 


e) 1, =2 


5. O companie ce produce calculatoare studiază durata de funcționare а 


acestora până la prima defectiune. Stiind că numărul de calculatoare (in %) care 


au o durată de funcționare fără defecţiuni mai mare de T ani este dat de relaţia: 


N(T)= [70.01-e ??*qx, T 2 0 


a) determinati numárul calculatoarelor (in 96) care au o duratá de 


se cere: 
funcţionare fără defectiuni mai mare de : 1 an, 5 ani, 10 ani. 
b)-arátati cá N(T)- e ??*7 
1 1 1 
К: а) 001] ? 0.05 ? 0.1 
e e e 
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7. În tratamentul modern al bolnavilor de diabet, li se implantează sub 
piele, o capsulă care distribuie insulină în sânge în mod continuu. Presupunând că 
dispozitivul este proiectat să elibereze insulină după un timp t (zile) în cantitatea : 

I(t)- 0.5-e?* tem? /zi] 

Sá se determine: 

a) cantitatea maximă de insulină pe care ar trebui să o conțină 
capsula, dacă aceasta ar funcționa la nesfârşit 

b) cantitatea de insulină necesară pentru 1 lună, 3 luni, 6 luni, 12 luni 
de funcționare a capsulei 

Indicatie: 


Cantitatea de insulină Q se calculează cu ajutorul integralei 


о= (ш 


005 |, 
-cm 
0.09" 


R: a) Q, =f 


b) Q = (Di, 0,411, Q. = f^ (04. 
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